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AYERTISSEMENT 

» ^ 

. . DE L’ÉDITEUR. 


L’application de l’Analyse à la Géométrie se divise en 
deux parties ; l’uue , algébrique , traite de la ligne droite , 
du plan et des surfaces du second degré; l’autre, fondée 
sur le calcul des fonctions et de leurs dérivées, comprend 
la théorie des sui-faces couibc's et des courlx’s à double 
courbure, itticun -géomètre n’avoit encore, avant M. Monge, 
exposé cette théorie avec autant de clarté et de dévelop- 
pement qu’il l’a fait pour l’instruction des Elèves de l’Ecole 
Polytechnique. Euler avoit publié quelques Mémoires sur 
la théorie des ^surfaces courbes ; le plus remarquable est 
celui de xy6o, dans lequel, après avoir donné l’expression 
du rayon de courbure d’une section normale à une surface, 
. passant par un point quelconque de cette surface, il a 
démontré que les plans des sections qui correspondent au 
plus grand et au plu< petit rayon de courbure étoient per- 
pendiculaires entre eUx. Clairault, dans un Ti’aité des courbes 
à double courbure , publié en 1741 , avoit appliqué le calcul 
MUfércntiel à la recherche des tangentes aux projections de 
ces courbes. 


M. Monge professoit 1 % géométrie aux écoles du génie 
de Mézières , à l’éjjpque remarquable où l’on a iotroduit 
dans l’analyse les différences partielles. Il a partagé la gloiix- 
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des inventeurs de cette nouvelle branche de calcul , en l’ap^ 
pliquant à la géométrie aux trois dinaensions ; il a fait voir, 
I". que les équations qui expriment la génération des sur- 
* faces courbes reuferineut des Jonctions arbitraires qui peuvent 
être continues ou discontinues; 2». que les équations aux 
dilférences partielles à trois variables du premier et du second 
oi-dre auxquelles on est conduit par l'élimination des fondit ns 
arbiti-aires, expriment des propriétés d’une surface courbe rela- 
tives, ou à sa uormale, ou à son rayon de courbure. Le pro- 
blème le plus important du calcul aux différenoes partielles , 
qui consiste à ramener l’intégration des équations aux dif^ 
’ renccs partielles à celle des équations aux différences ordinaires,' 
il l’a résolu pour les équations aux différences partielles du 
premier oixire , par des considérations géométinques , qui ne 
laissent rien à désirer. 

• A cette partie importante de l’Analyse appliquée , M. Monge 
a ajouté une tliéorie des Courbes à, double courbure , dans 
> laquelle ce Qéométre traite des développées, des rayons de 
courbm'c et des difiérens genres diiii/leaion de ces coui'bes. 

La jnemière édition de l’ouvrage de M. Monge, pour 
l’usage de l'Ecole Polytechnique, a pam en 1795, sous 
le titre de Feuilles d Analyse appliquée à la Géométrie , 
format in-fol. Trois éditions ont paru depuis ; cette quatrième 
est augmentée d’un artiefé sur la construction de Péquation 
* des Cordes vibrantes. On trouvera dans les mémoires pu- 
bliés par M. Monge , dont je joins ici la notice , plusieurs 
questions qui n’ont pas été traitées dans cet oH\Tagc. H, G 
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MÉMOIRES DE L’ACADÉMIE DE TURIN. 

$ 

Années 1784 et .1785. 

Sur T expression analjtique Je la génération des surfaces courbes. 

Années 1770— 1773. * . ' ' 

Sur la détermination des Jonctions arbitraires dans 1 rs intégrales 
de. quelques équations taux différences partielles. 

Sur le calcul bttégratde quelques équations aux différences partielles. 

MÉMOIRES DES SAVANS ÉTRANGERS. (Paris.) 

Année 1773, Tom. VII. J . 

Deux Mémoires sur la construction des Jonctions arbitraires qui 
entrent dans les intégrales des équations aux différences partielles. ' 

Année 1780, Tom. IX. 

, ' «U 

Mémoire présenté en 1774» tur les fonctions arbilruires , continues 
ou discontinues , qui entrent dans les intégrales des équations au.r 
diJJ'ércncos Jinies. 

Mémoire présenté en 1775, sur les propriétés de plusieurs genres 
de surjaccs courbes , particulièremont sur celles des surfaces 
développables , tu-ec une application à la théorie des ombres et 
des pénombres. 

Année 1785 Tom. X. 

Mémoire présenté en 1771, sur les développées, les rayons île 
courbure et les dijférens genres d'iiiflexion des courbes à double 
courbure. 

MÉMOIRES DE L’ACADÉMIE. (Paris.) 

Année 1781. 

Mémoire sur les déblais et remblais. ' . 

On y trouve la théorie des lignes de courbure d’uue surface , et la 
démonstration de cette proposition remarquable par sa généralité. 

Si par tous les points d’un pkm , l’on conçoit des droites menées 
dans l’espace suivant une loi quelconque , et qu’on considère une de 
ces .droites, de toutes celles qui l'cnrironnent et qui eu sont inlîiir 
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meut prOolici , ü n’y 6n & généraleniont quo deux qui se coupent et 
qui suiciil par cunséqueut dans le mOme plan avec elle. > ) 

Année 1783. 

' i 

Mémoire sur le résullat de V inflammation du gaz inflammable et 
de Pair déphlogistiquc en vaisseaux clos. (Composition de l'eau.) 
Sur une méthode d’intégrer les équations flux différences ordinaires. 

Sur l’inié^ation des équations aux différences finies qui ne sont 
pus linéaires. 

Année 1784^ 1 • > / •* ; 

Sur l’expression analytique de la génération des stttfaces courbes. 

Sur le,calcul intégral des équations aux différences partielles. 

Supplément ‘oit ton fait vqir que les équations aux différences ordi- 
naires , pour lesquelles les conditions tï intégrabilité ne sont pas 
satisfaites , sont susceptibles d’une véritable intégration. 

, Année .1786. . . ■ . . 

Mémoire sur le fer , considéré dans scs différens^ étals métalliques f 
par IVIM. Vuiulennoude , Uerüiollcl et ^iongc■ 

Sur r effet des étincelles électriques excitées dans l’air fixe. 

Année 1787. 

Mémoire sur quelques effets d’attraction OU de répulsion apparente 
entre les molécules tic nuitièrç. ' ■ • 

Aixnée 1808.' i . 

Mémoire sur les surfaces réciproques. 

X , ,>71 'diaui ^t•s bbot-donticOs d’un paiiit -d'une surface courbe, 
pour lequel on a l'cquatiuii difTcrcntielle dz = pdx qdy , les 
coordounce.? x',f, s de son point réciproque , Ont pour expressions, 

• ^ = P, 7 ," <7.r 

Ix lieu 'de tous tes'’ ÿi'éihls’ réciproques est la surface réciproque 
deJa surlâce prciiidséc’. *La i-éciJlWééîtc' dé ces deiét surfaces consiste 
en te 'que lâ'^ii'cmiM'é 'siirfiéc^ est le lieu des points rcciproquui de 
la'spcondc‘,'cbiiiirtc'làî'sccondè est le lieu dts points réciproques de 
15 prcualcrc. ' ' ' ’ '' • " i' * , < 




application 

DE L’ANALYSE 

A LA GÉOMÉTRIE. 


I 

DES PLANS 

COURBES. ~ 

Etant donnée l’équation d’une swface courbe , et étant pris un 
fwmt arbitrairement sur cette swface, trouver, i». Véquation 
du plan tangent à la su face en ce point; a», les équations de 
la normale au même point. 

O 

I . OoiT présentée par«=o l’équation donnée de la surface courbe : 

M on la diffcrenue, on aura une équaüon de la forme suivante, 

i 

dans laquelle les quanûtés sont cnx.^, ,,‘le» 

coefficiens de dx et tfy dans la valeur de ds. Comme la valeur de s 
est donnée en ^ , jr , par l'équation M= o, on peut toujours con- - 
ceroir que cette valeur soit subsüinée à la place de i dans les quantités 

’ (^dp) P®*" •« différentiation , et que ces quantités 

soient des fonctions connues de x et j'. 

Soient dé plus y, s' les coordonnées du point pris 


§• I- 

TANGENS ET DES NORMALES 



SURFACES 


'• V 


« 

* 

« 


’ f ' ■ *( ^ ) 

arbimirement sur la surface , l'cquailon M = o aura lieu entre ces 
trois coordonnées , et l’on aura de même 


i <*- 


sont com- 


uJ ^ djoL H- d} > ; 

équation dans laqtl^q les (^u|ité» m 

* ■ . f dz 

posées de x' et , de la même manière que les quantités ( ^ 

- J 

et composées de x 

Eniih soit >^x -t- -4- Ci -t- Z? = o l’équation demandée du 

plan tangent. 

On déterminera V par la coqsidciation que le plan doit passer 
par le point donné, ce qui donnera • 

;• , — j/) -+^ B ( y —y ) -h' C(a — »^) =?'6. ■* ^ 

. ■, ^ 1 V ' rvWm'Vii-»! \ 

. (^uant aux trois qutrst\ qt^elfifiçfls J?» > dqm, d«WX; sfiM^einent 

sont nécessdires , on les déterminera pa£^% pian 

doit être tangent à la surface dans le point donné. Or, le plan 
sera tangent si , en prenant sur le plan un point inflniincnt Vjjisin 
du ‘point donné, ''ce point se tronve ''aussi sûr la. sur/ÿp courl)^, 
suivant quelque direction d’ailleurs quH ait été* j* *C*éil-a-dîre‘* 
si l’équation diirérentielle du plan, prise pour le point dont les 
coordonnées sont x^, y, d, 'est identi([ae avec ré(|uation dill'é- 
jrentielle de la surface prise pour le même point. Mais, pour le même 
plan tangent, les coordonhées x', y, s' étant consta^ntes, réquatioti 
diirérentielle est en général AAïc Bdy -+- Cdz = o , et pour le 
. point donné ou. a ,„ i r, ,u .;i ü, •J'* *■ 1» r.i-noifiao . 

t • Adx>-^-B,r)^’A-Cdz' =Ao, ’ n !é»< d’ s 

• ... _ #■ ; ■ ,• :li-. -'I- J 

. celle de la surface courbe pour le même point est 

s2e,' .i,.M Jr , n'.riJsijy -Il 

•i!> a* x>io! )0 ' ' i, t.. ' 1 Sb Jiiii'jd 




4^ 


f»i t^»b* 


i-i -- , 






a 


< 5 ) 


fl font donc que le» deux dernières équations soient identiques, quelles 
que soient les valeurs d« dx' et df, qui sont arbitraires. Donc on aura 



donc eniin réquaticm demandée du plan tangent sera 



+ 0 — /) 



a. La normale étant perpeadiculuire au plan tangent, et devant 
passer par le point donné sur la surface, scs équations se trouve- 
ront, d'après celle du plan tangent, parles formules de la pag. in, 
I'*. partie , et seront 

(a = O , J -/-h (, - a') = O. 


AutrenSent , si l’on conçoit une sphère dont le centre soit placé au 
point considéré sur la surface courbe , et dbnt le rayon soit a , 
l’équation de la surface de cette sphère sera 


' (x — (j " 1 “ (5 — 

Si l’on conçoit ensuite que le centre se meuve sur la surface courbe 
dans une direction quelconque , et parcoure l'arc infiniment petit 
d’une courbe, la suriace de la nouvelle splière coupera celle de la 
première dans la circonférence d’un cercle , dont le plan sera per- 
pendiculaire à l’arc parcouru par le centre , et qui sera normal à la 
surface courbe. Pour tous les points de celte circonférence, les coor- 
données x,jr,z u'uuront pas varié, quoique les coordonnées du 
centre a/ , y , z' aient changé de grandeur. Si donc ou dill’érentie 
l'équation de la surface de la première sphère, en regardant x, s 
comme constantes, et en faisant varier x' , j*, l’équation qU’on 
obtiendra ne sera vraie, par rapport atix points de la surface de la 
sphère , que pour ceux qui sont sur la circonférence du cercle , et 
dans l’Idtersection coitimUne des deux sphères consécutives. Cette 
seconde équation ayant pour objet de distinguer sur la surface de U 
sphère les points qui sont sur la circonférence dU cercle, ne peut 
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être autre que l’ëquation du plan même de ce cercle , et par conséquent 
celle d’un plan normal à la surface* courbe , mené par le centre de 
la sphère , et dont la position dépend d’ailleurs de la direction du 
mouvement de ce centre sur la surface courbe. Donc si l’on fait deux 
fois la même operation , en donnant au mouvement du centre deux 
directions diÛërentcs, on aura les équations de deux plans normaux 
à la surface, menés par le même point, et qui, par leur intersec- 
tion , détermineront la normale. 

Les directions des mouvemens du centre étant arbitraires , on 
pourra supposer que l’une soit dans une section perpendiculaire aux 
/, et pour laquelle s.* sera constante , et que l’autre soit dans une 
section perpendiculaire aux æ , et pour laquelle j* sera constante. 
Donc si, en regardant x, jr, t comme constantes, on din'éreutio 
l'équation de la surface de la sphère , d’abord en ne faisant varier 
que x', puis en ne faisant varier que j *, les deux équations 

x'+Cz— s') =0. .r—y+ (*—*') 


que l’on obtiendra, seront celles de deux plans normaux respecti- 
vement perpendiculaires aux plans des x, s , et des , * , et par 
conséquent celles des projections de la normale sur les mêmes plans, 
ce qui coïncide avec ce que nous avons déjà trouvé. 

Mttrcment encore. Si l’on différentic l’équation de la surface de 
la sphère, en regardant x, j-, s comme constantes, et substituant 
pour di' sa valeur prise dan^ 


on aura féquation 

âx' J +dy !^^_y.i-(z-z') = O » 

qui e^t celle d’un plan normal à la surface , et dont la position dépend 
dj' 

de la valeur de qui détermine la direction du mouvement du 


T 


( 5 ) 


centre de la sphère. Si l’on conçoit que ce centre ait une autre di- 
rection infiniment peu difTércute de la première , c’est-ù-dire , que la 


df 


quantité éprouve une variation , on aura un autre plan normal 


difiérent du premier , mais qui coupera le premier dans la normale 
demandée. Les points de la normale sont donc ceux dont les coor- 
données X ne changent pas, lorsque dans l'équation du plan 

. , dr' 

on fait varier la quantité Donc si l’on diOércutie l’équation du 


plan , en ne faisant varier que > l’équation que l’on obtiendra ne 

sera vraie , par rapport aux points du plan normal , que pour ceux 
de la normale même, qui est commune aux deux plans normaux 
consécutif. Or, si l’on exécute cette différentiation, on a 

r -y -*- (* - »') (-^) = O . 

et par conséquent 

=o; 

donc CCS deux équations appartiennent à la normale demandée. 


§• II. 

DES SURFACES CYLINDRIQUES. 

Trouver l’équation générale des surfaces cylindriques , c’est-à-dire , 
exprimer qu'une surface courbe est ^engendrée par le mouvement 
d’une droite qui ne cesse pas d'dtre parallèle à une autre droite 
donnée. 

Première manière , après la considération du plan tangent, 

I. Un des caractères des surfaces cylindriques, est que, pour 
quelque point que ce soit , leur plan' tangent est parallèle è la 
droite génératrice. • . . < i p i t . , 
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Soient x =r ar , j = iz les équations données de la droite menée 
par l’origine, et à laquelle la génératrice doit toujours être parallèle. 
Nous avons vu que x', y, étant les coordonnées du point de 
contact , l'équation du plan tangent à une surface courbe est en général 

a-*'=(x-x') 


II ne s’agit donc plus que d’exprimer que ce plan est parallèle à 
la droite. La condition d’être parallèle sera remplie, si le plan, après 
avoir été Iranspoiic parallèlement à lui-même jusqu’à l’origine, passe 
.alors par la droite. Or, l’équation du plan transporté à l’origine, est 





et pour que le plan passe pat; la droite, il faut que. l’on ait 

< i “ ^ - 



donc cette dernière équatiun exprime qu’une surface est cylindrique, 
sans lieu statuer sur la nature de la courbe qui lui sert de base-, 
ou qui dirige le mouvement de la droite génératrice j courbe qui 
peut d'ailleurs être ou n'étrë pas soumise à la loi de continuité. 


Seconde manière, d'après U mouvement de la droitt génératrice. 


3. La génératrice devant être toujours parallèle à la droite donnée , 
aura pour équations 


X = as -4- • 1 
y = iz -t- P 3 


(^) 



dans lesquelles les quantités a, b sont constantes, quelle que soit la 
position de la génératrice , mais dans lesquelles a et p , qui sont conS' 
tantes pour une même position de la génératrice , varient lorsque la 
génératrice passe d'une position à une autre. Ainsi pour toute snHaco 
cylindrique, lorsque le point que l'on considère change de posliion 


(?) . / 
$nr la surbcc sans quitter la m^e droite génératrice , les deux quan- 
tités « , P , ou celles-ci , a: — os , — h, qui leur sont respectivement 

égales, sont toutes deux constantes : et lorsque le point se meut de 
manière qu'il passe d’une position de la géneratnee à une autre, ces 
quantités varient toutes deux. Ces deux quantités sont donc cons- 
tantes ensemble, et varioles ensemble; donc elles sont fonctions 
l’une de l’autre ; donc l’équation générale des surfaces cylindriques est 

7— (a:— oi), 

dans laquelle le signe f indique nne fonction quelconque de la quan- 
tité X — a:. ■ ■ ‘ 

La forme' de cette fonction ,’ c'est-à-dire , la manière dont la 
quantité x — az entre dans le secoud membre de l’éqtiaüon , dépend 
de la nature de la courbe qui dirige le' mouvement de la droite 
génératrice. Cette forme est on n’est pas susceptible d’étre exprimée 
analytiquement , suivait;, çvr. ls\. courbç, e&t ou n’est pas soumise à 
la loi de continuité. 

cil suit-da 14 qu«.lea équationsHle la droite génératrice seront ' 


I, ^tan,tl^ U pvsiûvtn, de c«u«, droite. 


Ttouvtr l’équation tPune surj'aee cylindrique , connoissant la direc- 
< tion de la ^nératrice et Ut équations de la courbe à double 
courbure qui dirige^son mouvement. ‘ 

5 . Il est évident que la question consiste à déterminer dans Féqua- 
lîon générale des surfaces cylindriques la forme de la fonction p , 
de. manière que cette équation devienne celle de la surface indivi- 
duelle, que l’on considère. Soient représentées par FÇx ,jr , z') — o , 
cty(x, 7, z) O les deux équations données de la courbe à double 
courbure , dans lesquelles les signes F, f indiquent' des fonctions, 
connues des trois quantités 'x , jr, z. 


‘ Digitized by'Google 


• • 


• ( 8 ) 

La génératrice devant, dans toutes ses positions, passer par la 
courbe donnée , il faut que les quatre équations 

=) = o 

J-, 3 ) = O 

• ■ ‘ ■''* '' X — as = a 

* jr — hz =3«f , 

> 1 ' n' • ■ 

aient lieu en même tems , quelle que soit la valeur de «. Donc si 
l’on cliniinc entre ces quatre équations les trois quantités x, y, z, 
on aura ,en a »l fa une équation que nous représenterons par 
f(«, fa) = o, et qui déterminera la valeur de faca a, c’est-à-dire, 
la forme de la fonction ^ , ou la manière dont elle est composée de la 
quantité sous le signe. 

llemettant pour a et fa leurs valeurs , l’équation de la surface 
cylindrique individuelle demandée sera 

f(x — 03 ,y — is)==o , 

dans laquelle la forme de la fonction f est la m&me que celle de 
l’équation précédente en «et fa. 


Connoisstmt la direction de la génératrice , trouver t équation de la 
surface cylindrique qui enveloppe une surface courbe donnée. 

4«La surlace cylindrique drâiaudée et la surface donnée se touchent 
en une courbe à double courbure , dont il suffit de déterminer les 
équations ; car la surface cylindrique devant passer par cette courbe, 
la question est alors réduite à la précédente. Or, pour tous les points 
de cette courbe , le plan tangent à la surface donnée doit coïncider avec 
le plan tangent à la surface cylindrique. , 

Soit donc F(x, y, z)=o l’équation de la surface donnée; si, 

/ dz\ 

après en avoir tiré par la différentiation les valeurs de ( 1 
et m , on les substitue dans l’équation différentielle des surfaces 


r 

. « 

1 


• • 


V 


I , on obtiendra en , z 

one équation que nous représenterons par y, a) = o, et qui 
appartiendra n la courbe de contact; et parce que cette courbe est 
, aussi sur la surface donnée, il s’ensuit que ces deux équations seront 

ï) = o. 

/(x, y, s) = o; 

.donc , traitant ces deux équations comme dans le cas précédent , 
.l’équation 

{(x — az,y — bz)=o, 

qu’on obtiendra , sera celle de la surface cylindrique individuelle 
demandée. 

Supposons qu’ayant diiférentié l’équation de la surfiice donnée, 
on ait 

Xdx •+■ Vtfy + Zdz — O f 

,ce qui donne 

Jl-Z- 

. - \dx J \z)'dy Z' 

substituant ces valeurs dans l’équation diiTérentielle des soriâces 
cylindriques, on a 

aX+br-^Z = 0, 

qui appartient à la ligne de contact. 

Cela posé, si la génératrice est parallèle aux s, on a a = o, b = o , 
et 1 équation de la courbe de contact se réduit à Z = o. Eliminant 
S/Cntre cette dernière équation et celle de la surface donnée, on aura 
celle de la projection de la bgne de contact sur le plan perpeudiculairo 
aux X , et par conséquent celle de la courbe qui termine la projection * 
.de la surface sur le même plan. ' 

De même si la généraü ice est parallèle aux x , on a <i = « 5 , et 
l’équation de la courbe de contact se réduit à A'= o. Donc éliminant 
entre cette équation et celle de la surface donnée , on aura 


( 9 ) 

cyUndriques a -f- b : 


2 


( «O) 

réqnaiion de la projection de cette courbe sur le plan perpendiculaire 
aux a; , et par conséquent celle de la courbe qui termine la projection 
de la surface sur le même plan. 

Pareillement enfin , éliminant f entre l’équation V =.o et celle de 
la surface donnée , on aura l’équation de la courbe qui termine la 
projection de la surface sur le plan perpendiculaire aux jr. 


§. III. 


DES SURFACES CONIQUES. 

Trouver réqnaiion générale des surfaces coniques , c’est - à - dire , 
exprimer qu’une surface courbe est engendrée par le mouvement 
. d'une droite qui ne cesse pas de passer par un point donné , 
quelle que soit d’ailleurs la courbe qui dirige le mouvement de 
la génératrice. 


Première manière, d’après la eonsidèration du plan tangent. 


I. Une des propriétés générales des surfaces coniques , et qui est 
indépendante de la nature de la courbe qui dirige la génératrice , 
est que le plan tangent passe toujours par le sommet. Soient donc 
a , b, c les coordonnées connues du sommet ; nous avons vu que 
x', j', t.' étant celles du point d« contact , l'équation du plan tangent 
est en général 


s 
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or , ce plan passera par le sommet , si , dans cette équation , eu faisant 
x=o etjrt=sb, on as = c,et par conséquent si l’on a 

e-s'=(a_x/)^^)+(6-y) (£) 

Donc cette dernière équation , dans laquelle les constantes a, b, c 
sont les coordonnées du sommet, exprime qu’une surface courbe est 


conique , lans rien statuer sur la nature de la couri>e qtd lui sert de 
base , et qui peut être on n’être pas soumise à la loi de continuité. 

Seconde manière , d’après U mourtment de la droite génératrice. 

a. La génératrice devant constamment passer par le sommet, ses 
équations seront 

y—b = P{z — c), ^ 

dans lesquelles les trois quantités a, b, c, qui sont les coordonnées 
du sommet, sont constantes, quelle que soit la position de la généra- 
trice, mais dans lesquelles a et P, qui sont constautes pour une même 
position de la génératrice, varient lorsque la génératrice passe d’une 
position à une autre. 

Ainsi , pour toute surface conique, lorsque le point que l’on con- 
sidère change de position sur la surface sans quitter néanmoins la 
même position de la droite génératrice, les deux quantités • et 

JC a Y If 

ou leurs égales ■- - et • > sont tontes deux constantes : et 

lorsque le point se meut de manière qu’il passe d’une position de 
la génératrice à une autre , ces deux quantités varient toutes deux. 

Pour les surfaces coniques , les deux quantités ^ ^ et ^ ^ 

sont donc constantes ensemble , et variables ensemble ; elles sont 
donc fonctions l’une de l’autre : donc l’équation générale des surfaces 
coniques est 

y — b X — a 

= f » 

Z — c * — c 

» 

dans l aquelle f indique une fonction quelconque. 

La forme de cette fonction dépend de la nature de la courbe qui 
sert de base à la surface , ou qui dirige le mouvement de la géné- 
ratrice. Cette forme est analytique ou non , selon que la courbe est 
ou n’est pas soumise à la loi de continuité. 

Nous verrons par la suite que les deux équations que nous venons 
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de trouver sont ^e la même généralité , et qne l’une est Fintégrale 
complile de l’autre. 

11 suit de là que les équations de la génératrice sont 



K étant le paramètre , de la variation duquel dépend le mouvcmcnl 
de la génératrice. 

Etant données les coordonnées du sommet, et les équations de. la 
courbe à double courbure qui dirige le mowement de ta généra- 
trice, trouver l'équation de la surface conique individuelle. 

5. La question se réduit évidemment à déterminer dans l’équalion 
générale des surfaces coniques (juclle doit être la forme de la fonc- 
tion f , pour que la surface passe par la courbe donnée. 

, Soient représeiilécs par y, :) = o et f(^jc , j-, s) =o les 

deux éipiations données de la courbe à doublc^courbure donnée } 
la génératrice devant couper cette courbe dons toutes ses positions, 
il faut que les quatre équations ' 

J'. *)=o. *) = O. -7377- = «. = »“ 

aient lieu en même tems , quelle que soit la valeur de «. Donc si 
l’on élimine entre ces quatre équations les trois quantités x , y , 5 , 
on aura en « et fa une équation que nous représenterons ptu^ 

F(«> f“) = o. 

et qui devant être satbfaite , quelle que soit la valeur de • , servira 
à déterminer la forme de la fonction f , c’est-à-<lire , la manière dont 
cette fonction doit être composée de la quantité a qu’elle renferme. 
Remettant pour a et fa leurs valeurs, il est évident que l’équatioa 
de la surlace conique individuelle demandée sera 

(t^) =»• , 



c'«3) 


Étant données les' coordonnées' du sommet , trouver l’équation de 
lis surface conique individuelle circonscrite a une surface courût 
donnée. 


/}'. Lq surface donnée et la surface conique' demandée se touclieut 
en une courte à double courbure , dont U suffira de trouver les 
équations; caria surface conique devant passer par cette courbe', 
la question sera réduite alors à la précédente. Or, pour tous les 
points de cette courbe de contact , les deux siufaces .ont le lucuie 

plan tangent f donc, pour ces mêmes pointe, les valeurs de 

produites par l’équation de Tune des surfaces, doivent '‘’ 

être les mêmes que les valeurs produites par l’équation de l’autre.' 
Soit donc F s) = o l’équation de la surface donnée; si’,' 

' en avoir 'tiré' par la' ^érentiattOti' les valeurs de 
et on les substitue dans l'équation différentielle des surfaces ‘ 

\‘fy/ 

coniques 

(i ) +(/-*) (-^) ’’ 


on obtiendra en x ,yi * une équation', que nous représenterons par 
f{x:,y,z') — O, et qui appartiendra à la courbe de contact des' 
deux surfaces ; et parce ^ que cette courbe est aussi sur la surface 
donnée , il s’ensnit que ces 'deux équations seront' 

• F{x,j, t)=zo,\et/{x,y,-z) = o. 

Donc, trttitant ces deux équations comme dans le cas précédent,' 
l'équation 



I 


% 







( > 4 ) 

qu'on obtiendra , sera celle de la surface conique individuelle * 
demandée. 


Lorsque le sommet du cône est un point lumineux,, la conrbe de 
contact dont nous venons de trouver les équations , est celle qui , 
sur la surface donnée , sépare la partie éclairée de la partie 
obscure. 

Lorsque le sommet du cône est le lieu d'un œil , cette courbe de 
contact est la ligne du contour apparent de la surface donnée pour 
l’œil placé au sommet du cône. 

Si la surface à laquelle la surface conique doit être circonscrite 
est du second degré, son équation sera 

■' *+- By' Ci* 1 

-4- 3 Djt ri- a Exz ri- a Fxjr \ = K; 

ri- a Gy ri- 3 ri- a j v, 

ce qui donnera ' 

\^/ Ex'^-Dj’^Cz’^J ' \dy J Ex-i-Vy -f- Ci if- J. 

Substituant ces valeurs dans l'équation 

* - =■(* - (è) + (^) ’ 


et retranchant l’équation du second degré elle-même, on aura 


x(yrfa-4- ^ ri- £cri7 G ) 1 
-t- J Fa -i-^Bb -h De ^ H ) { 
■+• t (£a ri- Db ri- Cc-i- d) l 
■+■ Oa ri- Db Je K ) 


équation qui appartient à un plan : d’où U suit que , pour toute 
surface du second degré , la courbe de contact avec une surface 
conique circonscrite, est toujours plane. 

On démontre avec la même facilité que ; si la surface est du 


?• 
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degré m , sa conrbe de coniact avec une surface conique circonscrite 
est sur une autre surface courbe du degré m — i . 

QucUe que soit !n suriâce touchée , si après avoir substitué pour 

et ▼«leurs dans l’équation 

on élimine tm paramètre quelconque au moyen de l’équation de la 
surface touchée , on obtiendra en jc, j,z, une équation qui appar- 
dendru k la suite des lignes de contact de toutes les surfaces qui ne 
dilicrent entre elles que par le paramètre élimmé. Cette équation sera 
donc cdlt de la surface unif|ue qui contient toutes ces lignes de 
contact, et qui les détermine par ses intersections avec la suite 
des surlàccs touchées. Mais cette équation aura tous ses termes 
multipliés par l’un des trois coefficiens x — a, — b, »— c; donc la 
surface à laquelle elle apparüent passera nécessairement par le sommet 
commun k toutes les surfiices coniques circonscrites. 

Par eiemple, on voit par là que , si les surfaces touchées sont des 
sphères concentriques qui ne difièrent entre elles que par leurs rayons, 
leurs lignes de conuct sont des cercles qui sont tous sur la surface 
d’une autre sphère , dont un diamètre est la droite qui joint le 
centre commun de toutes les sphères au sommet commun de toutes 
les surfaces coniques circonscrites. 


§. IV. ‘ - 

DES SURFACES DE RÉVOLUTION. • 

Trouver r équation générale des surfaces de révolution, c’est-à-dire, 
exprimer qu'une surface est engendrée par la révolution d’une 
courbe quelconque autour d'un axe donné de position. 

[ Prtmiàn manière , J" après la considération du plan langent. 

1. Une propriété caractéristique des surfaces de rêvolotiou , et qui 
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,C3t indépendante de la nature de la courbe génératrice , est qne le 
plan tangent est toujours perpendiculaire an plan mené par le point 
de contact et par l’axe. Nous nommerons ce dernier plan méridien. 

t X = «-4- O î , 

Soient donc ^ ^ B- b ) cquations données de l’axe de 

révolution , et x> , y , a' , les coordonnées du point de contact , 
l’équation du plan du méridien , en tant qu’il passe par le point de 
contact , est de la forme 

z — a< = M{x — x')-\-N{jr—y).i 

et pour que ce plan passe par l’axe, les quantités iW, N doivent être 
telles que les équations de l’axe et celle du plan aient lieu en même 
tems, quelles que soient les valeurs de x,jr, z; ce qui donne 

— b—y+Ba', 

N [A [b—y) — B(^a^ai')'] ■= — (a — ad -h Ad). 

Ainsi l’équation du plan du méridien mené par le point de contact ,ç^ 

(z-d)lA{b-y)-Bia-x’)) 

= {b-y + B-J)(x — x<)^(^a-x' + Az'){j--y). 

I 

Or, l’équation du plan tangent est • 

Z _ r' = (X - a/) 4- (/-/) 

et ces deux plans seront rectangulaires entre eux si l’on a 

( i _y + Bd) (^) -ia-zd + Ad) (^') + ..... 

4-y^ (!>— y) — fi(a— ar')=:0 : (A) 

,donc celte dernière équation exprime qu’une surface est de révolution 
autour d’un axe déterminé de position par les constantes A , B , a, b, 
indépendamment de la génératrice, qui d’ailleurs peut être ou n’étre 
pas soumise à la loi de continuité. 

3. On pcui être conduit à la . même équation par la cotuidératiop 
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de lanonnkle. En efliet, les snr&ces de rérolulTon ont encore Cette 
propriété, que leur normale coupe toujours l’axe de rérolution. Nous 
avons vu que les équations de la normale sont 



et pour que cette droite coupe Taxe , il faut que ces éqnatioDS et 
celles de l’axe aient lieu en même tenu , indépendamment des valeurs 
de X tj, s, ou que, en âimmantx, , s de ces quatre équations, 
l'équation résultante soit satisfaite. Or, Félimination Atx,jr,t donne 
l’équation {/t); donc cette équation exprime qu’une surface est de 
révolution. 

StemJt maniér», m Jbùet. 

5. Les surfinres de révolution ont un second caractère indépendant 
de la nature de la courbe génératrice; c’est que , si on les coupe 
par nn plan quelconque perpdndicnlaire à l’axe de révolution, on 
a pour section la circonférence d’on cercle dont le centre est dans 
l’axe , et dont tons les points sont par conséquent à égales distances 
d’un même point pris sur l’axe. Or, les équations de l’axe de ré- 
volution étant comme ci-dessus, 

X z=. Az a , y = + b , 

celle du plan perpendiculaire à l’axe sera 
y/x 4- J/’ •+■ s = • , 

dans laquelle la quantité • qui détermine la position de ce plan est 
constante pour le même plan perpendiculaire, et variable d'un plan 
à un autre. 

De plus , l’axe de révolution rencontre le plan des x et^^- dans un 
point dont les coordonnées sont x^a,jrz=h,tz=z o;etsi l’on 
regarde ce point comme le centre commun d’une suite de sphères 
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( .8 ) 

concentriques , 'l’cqeatlon giTjérale tics surfaces de ccs sphères sera 


dans laquelle le rayon P est constant pour la nadine surface , et va- 
riable d’une sphère à une aufre. ~ 

Cela posé , si le point que l’on considère sur la surface de révolution 
SC meut sur cette surface^ sans sortir du même plau perpendiculaire 
à l’axe, il ne sortira pas non plus do la meme surface de sphère, 
et alors a et p seroul toutes deux constantes j mais si ce poiut , eu 
5C mouvait, son du plan perpendiculaire à t’axe, il passera aussi 
sur la suriàcc d’tuic autre .sphère , et les quantités « et P auront toutes 
deux varié. L^s isuffaccs de révulMtipii , sont donc telles que a et P‘,) 
ou les quantités Ax + By -irë » et ~ «)* 4- O' ~ 
leur sont respectivement égales, sont erouslantcs ensciuhlc et variables 
ensemble t ou a donc pour équation de ccs surfaces 

r ‘ 

(j: — (j — é>)'4- î‘ = ÿ {Ax -y- Bjr z) , 

:i ’ ■ iiii- I c:o II' i' ■ - •■!! >" .'.•il'' ..1.1 . 

dans laquelle? ^indique une fonction quelconque, dont la, forme ^eppud 
de' la nature <}e la courbe génératrice. i , i, 

• » . I H • ï », *J 1.1 • • > » I I ) . < * I I • ' ' '1 1 

> ^ous verrons par la suite que celle seconde ,c»piatiou, qui eut de 
la même généralité que la .première, eu est Tiulégralc conqdètp. 

Si l’axe de révolution passe pur l'Origiuc , et est pcrbilèlc aux’ sy on a 

1 . . J ' ■ ■ ■ ,/ 

A = o, B = o, 0 = 0 , ft = o, 

» ' r 

et réquauon précédente devient 

ar»-|-j> = ÿï, ou s = 4, , 

les signes e et ij, indiquant des fonctions quelconques. Dans cette même 
hypothèse j il est évideni quc, si l’on ajouto'^à chacune des ordonticcs c 
de la surface de révolution l’ordonnée correspondante d’un plan, on 
aura rurdonnee d’une surface de révolution rampante , dont la 
génération est la même que. celle de la surface dns balustrcs rampatis. 
Donc l’équation générale de la- suriacc des ; bulusires jranipuiis^ 
rapportée à trois plans recUiiguhûrcs , dont deux passent par l’axe de 
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révolution , est 

* = Cx -t- H- iJ. (ur’ -f- J* ) , 

la forme de la fonction if> dépendant de Lt forme du profil du balustre, 
proGl qui peut être ou n’étre pas soumis à la loi de continuité. 


Etant données les équations dune courbe à double courbure, 
trouver celle de la surface engendrée par la révolution de cette 
courbe autour d'un axe donné de position. ' 

11 est évident que la question consiste à déterminer dans l'équation 
générale des surfaces de révolution quelle doit être la forme de la 
fonction arititrairc f , pour que la surface passe par la courbe donnée , 
et soit ])ar conséquent lu surface individuelle que l’on considère. Soient 
donc représentées par ' ' >• . i , . 

' ' ' *) = o , • 

les deux équations données de la courbe génératrice , les éqtiations 
de la circonférence de cercle engendrée par chacun des points de 
celte génératrice seront,' coinnic nous l’avons vu , 

ylx -f- llp -+- 3 = « 

(x — a)* + ( J — 6)* -t- ï* = f « J 

et pour que la surface de révolution passe par la courbe donnée , 
il faut que la génératrice soit coupée par la circonférence de cercle, 
quelle que soit la valeur de <c; il faut donc que les quatre équations 
précédentes puissent avoir lieu entre les quatre quantités x,j- , i , a. 
Donc, éliminant les trois quantités x^_^, 3, il restera une équation 
en a cl ÿ<t, que nous représentons par , 

/(*.<>*) = o. 

t « I' 

•t qui , donnant la valepr de f a çn a , déterminera la forme de la 
fonction ÿ. Donc si « dans cette dernière équation, pu substitue pour a 


I 


P 
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et f« leurs valeurs en x, y, g, on aura lëquation 
, /[Jx+ (x — 6 )>-h,>] = o, 

qui sera celle de la surface de révolution individuelle demandée. 

Exemple. 

En supposant que Vaxe de révolution passe par l’origine , et qu’il 
soit parallèle à l'axe des x, trouver l’équation de la surface de 
, révolution engendrée par le mouvement et un* droite quelconque 
donnée de position. 

Soient 

X = A'g -4- a' 

J = B'g + y 

les équations données de la droite génératrice , celle de la circon- 
férence de cercle décrite par chacun de ses points seront 

Z = B 

x'^jr' = fa; 

éliminant x , jr, g entre cet quatre équations , on a 

( yi'u -V- o')’ H- ( B'e y y = f • 1 

qui indique de quelle manière la fonction fa est composée de la 
quantité a. Remettant pour a et fa leurs valeurs, on a pour équation 
de la surface individuelle 

{jfg-^a>y -t-(£^z -+- yy = x* + 

Si , dans cette équation , on fait oux=:o, ouj' = o, ce qui 
détermine une section par l’axe , l'équation résultante devient celle 
d’une hyperbole , donc la surface que l’on considère est celle d’un 
hyperboloïde de révolution. 

Si , en conservant une des deux équations de la droite génératrice , 
on change tous les signes du second membre de l’autre , l’équation 
de la surlaoe sera encore la même; donc cette surface peut être 
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engendi-ce par deux droites différentes ; et parce que chacune de ces 
deux droites génératrices passe par tous les points de la surface , il 
s’ensuit que la surface n’a aucun point par lequel oa ne puisse faire 
passer deux lignes droites différentes qui soient tontes deux entièrement 
sur la surfece. 


Une surface courbe dont V équation est donnée , étant liée d’une 
manière invariable à un axe de révolution , et tournant ensuite 
autour de cet axe , trouver l’équation de la surface qui touche 
et enveloppe la surface mobile dans toutes ses positions. 


La surface demandée est éTidemment de révolution autour de l’axe 
donné , et elle touche la surface mobile considérée dans sa première 
position , suivant une couibe dont il sufllra d’avoir les équations ; 
car la surlace de révolution devant passer par cette courbe , la 
question alors sera réduite à la précédente. 

Soit donc F{x,jr, s,)sso l’équation donnée delà surface mobile 
considérée dans sa première position. Pour tous les points de la 
ligne de contact de cette surlace avec celle de révolution , l’équation 
F {x ,j-, z) = O doit satis&ire S celle des surfaces de révolution ; 


donc , si tirant de cette équation les valeurs de 



ou les substitue dans l’équation (A) pag. i6 , l’équation qu’on 
obtiendra , et que nous représenterons par f(^x ,j-, z)— o, appar- 
tiendra^ à la courbe de contact. Les deux équations de cette courbe 
seront donc 


-) = o. 


Donc , traitant ces équations comme dans le cas précédent , l’équation 


f[Açc -f- ÜJ -J- 2 , (j; (j — by -»-*»]= O , 

à laqueUe on parviendra de la même manière , sera celle de la surface 
demandée. 


( ) 


§. V. 

Des surfaces enf’cniJrèes par le mouvement d’une droite qui est 
toujours horisontule , et qui passe toujours par la même verticale. 

Les surfaces engendrées par le nicmvemcnt d’une droite qui est 
toujours horisontalc , et qui passe toujours par uno même verticale , 
se rencontrent souvent dans les arts. I^a surface du conoïde de la 
■voûte d'aréte en tour ronde , les surfaces stipéricure et inferieure de 
la courbe rampante circulaire , la surface inférieure des marches de 
la vis à jour circulaire, etc., sont toutes soumises à cette génération , 
et elles ne ditlërcnt entre elles que par la courbe qui , dans chacune 
d’elles , dirige le mouvement de la droite génératrice. Pions nous 
proposons xl’eiprimer cette, génération. ' 

Première manière , tP après la considération du plan langent. 

Un caractère général des surfaces dont il s’agit , et qui est indé- 
pendant de la nature de la courbe qui dirige le mouvement de la 
génératrice , c’est que si , par le point de contact on mène dans 
le plan tajigent une horisontalc , cette droite passe toujours par la 
verticale , puisqu’elle est la droite génératrice dans une de ses po- 
sitions. D’apres cela , si l'on suppose que le plan horisontal soit tm 
des trois plans rectangidaircs auxquels la surface est rapportée, et que 
la verticale donnée passe par l'origine, et soit l’axe des a, on aura 
l’équation de la droite horisontalc menée .dans le plan tangent , en 
faisante — i' dans l’équation de ce plan; ce qui donnera 




Or , pour que cette borisontale passe par la verticale donnée , il 
faut que ja projection horisoutale passe par l’origine, ou que, dans 
l’équation de cette projection , les tenues sans x et sans/ deviennent 


miîs; il faut donc que l’on nit . . 

qui est l’équation demandée. 

Seconde manière , en (fuantüès finies. 

J » . • • ‘ 

Un autre èaraclôpe des surfaces que nous considérons , et qui de' 
même est indépendant de la courbe qui dirige le mouvement de ki' 
génératrice , c’est que si on les coupe par un plan quelconque mené' 
par la verticale , on a poür section une droite Iiorisontalc. Or ,• 
l’équation d’un plan quelconque mené par la verticale , est 

r 

y = «a:, ou a f 

dans laquelle a est le paramètre qui détermine la position de ce pdan;' 
paramètre qui est constant pour le même plan, et variable d’un des 
plans verticaux à un autre. De plus , l’équation d’une ligue hori- 
sontalc , est ï = (3. Si donc le point que l’on considère se meut 
sur la surllico sans sortir du même plan vériital , Ce qui' suppose' 
que a est constant , il ne sortira pas non plus de la meme ligne 
liorisontale , cl |3 sera aussi constant ; mais si , dans son mouvement, 
il change: de plan , vertical-, ce qui suppose que a est variable ,' il' 
changera aussi de ligue horisonlale , et (3 sera aussi variable. 

Les surfaces que nous considérons sont donc telles que « et (3 , 

ou les quantités — et z qui leùi' sont respectivement égales , sont 

constantes ensemble et variables ensemble. Donc ces quantités sont' 
.fonctions l’une de l’autre. Donc l'équation générale de ces surfaces' 
«St . .. . , ■ • V . 
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dons laquelle la forrae de la fonction f dépend de la nature , de’ la’ 
courbe qui dirige le mouvement de la génératrice. .f<.i : i 

Nous verrons par la suite que cette seconde équation est l'intégrale " 
complète de la première. • 
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Etant données les équations de la courbe à double courbure qui 
dirige le mouvement de la droite génératrice, trouver VéqutUion 
de la surface individuelle. 

D’après ce que noos avons vu pour les surfaces précédentes , il 
est évident que si les équations données de la courbe à double 
courbure sont 

»)=«>• *) = ®» 

il fiindra éliminer x, y, z entre les quatre équations suivantes : 

r» *) = 

/(^. J. *) = o. 

i=- 

» =»«; 

ce qui donnera un résultat que nous représenterons par 
f(«, e«) = 0} 

puis substituer dans cette équation pour « et a# leurs valeurs : ainsi 
l’équation demandée sera 

Phemiek Exemple. 

Etant données les équations du cintre, trouver celle de la surface 
du ccno'ùie de la voûte d'arête en tour ronde. 

Le cintre de cette voûte est ordinairement elliptique , surmonté 
ou surbaissé ; dans l’un et l’autre cas , il existe toujours un cintre 
circulaire par lequel passe la surface. Soit x = o la distance de ce 
cintre à l’origine, et y'-^z'=b' l’équation du cintre circulaire, 




f »? X 

on elimiaera * entre les quatre équations 

. . • 

i . X = a , 

' • - Z-_. . . 
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s =«. 
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ce qui donnera 
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O < fl>«' -f- (f a)> == h 

«.substituant pour « et pa leurs valeurs , on aura pour légation 
dentondéc . • •• 
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Trouver Tèquation de la iurjace supérieure de la courbe rampante 
' " circulaire. 

On sait que , dans ce cas , la courbe à double courbure qui dirige 
le mouvement de la génératrice est fhélicc d’imc vis dont Faae est 
la verticale qui passe par l’origine. La projection horisontale de cette 
bélice est la circonférence de cercle qui sert de base à la surface 
cylindrique sur laquelle’’ elle se trouve. Soit 'x>-4-/*=a> l’équation 
de cette projection. Pour évoir l'antre équation de la même courbe, 
il fout remarquer que cette courbe- produit une ligne droite sur le 
développement de la surface du cylindre -• ainsi celte équation est ’ 

!)! 1 < .iii-tii/s .1.(1 -np u,i • -T 

s = A arc. jiVi. ( j) + C , . .. Is 

dans laquelle A et c som* kcwü constantes. On éliminera donc x, j', f 
jBiitre les quatre équations 

V X» -Hj» = a , 

•\ er\ynd^ . -t b arc. Sin. (f) + c, l’O 
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ce qui produira ‘ - 

• o = & arc. sin. { j. ■■ — — | c t 

et subsiitoant pour a ei f • leur; valeurs , on aura pour l'cquaiicn 
demandée 


» = 6 I 





Cette surface individueUe est une de ceMrs dont Faire est nn mA 
himum; c’est-à-dire, que si sur cette surface on renferme une aire 
par une courbe quelconque , soumise on non à la loi de conlinuilc , 
de toutes les surfaces courbé qui passent pàr cette courbe , c’est celle 
que nous considérons dont Faire renfermée par la courbe est la plus 
petite. 

S’il s’agissoit de trouver la surface qui , d’après la même géné- 
ration , seroit circonscrite à une surface courbe donnée , ou opéVevoit 
comme nous Pavons fait dans les trois générations précédentes. 

‘ La verticale par laquelle passe toujours la droite génératrice , est 
une ligne remarquable sur las surfaces dont il s]agii ^ c4i« Qat- la 
ligne la plus courte par laquelle on puisse passer d’une positiuil 
quelconque de la droite génératrice à une autre. suriâcos nv 
soûl qu’un cas particulier de celles qui sçnt engendrées pas ie mottt 
eenient d'une Ijgne droite , et dont nous aurons dans la suite occasion 
de nous occuper. ^ . ' y^, - .i» 

Les générations des snr^ces que nous avons eoasidérées jusqu'ici, 
sont exprimées par des équations aux dilTécenccs partielles linéaires > 
nous allons parler de celles qui sont exprimées par des équations 
élevées. 


S' 

Z)ej_ surfaces <fui enveloppera un nombre infini et autres surfaces f 
des camctéristitfues et arêtes de rebroussement. 

Supposons que l’on considère une surlace courbe entièrement connue. 


t 


•• 
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cl dans la gcucraiion de Ia<|nelle> entre un certain paramètre qne 
nous représenterons par • , en sorte que féquatlon finie de cette 
surface soit composée de a:,^, s, «, et de tant d’autres constantes 
qne l'on TOudra, indépendantes de a. L’éqaation connue de cette 
<• surface pourra être représentée par F^x,jr ,t, a]=o, on, pour 
abréger , par F— o. ‘ _ 

Si l'on donne an paramètre « une valeur déterminée , L’cquatlon 
F— O sera celle d’une surface individuelle unique, dont la forme 
et la position dans fespace dépendront de la valeur particulière 
donnée à «. Si donc on suppose que le paramètre d ait successivement 
tontes les valeuie possibles depuis a = — <o jusqu’à a = oe , tontes 
les équations, telles quC'Fse que l’on obtiendra de cette manière', 
seront cliacuDC en partkolier celle d’une surface courbe individuelle; 
et la suite infinie de toutes ces surfaces courbes sera envelop'pée par 
une autre surface courbe unicpie , qui est de la iiatnre de celles 
que BOUS nous proposons de considérer , et auxquelles nous don» 
serons le nom ((énerique diErutelofipès. > • 

, Si de plus l’équation générale des surfaces enveloppées con»*' 

tient nn secoud paramibureiP , mais qui dépende du premier saôvaat 
nnc loi connue:; ai , par exemple , «es deux, paramètres sont 1 m 
coordonnées d'nttc courbe plane donnée , dont l'équation eonnne 
en X, J «oit représentée par^'=3;ccc, on aura et d’après 

la -fonne de la fonction « , l’enveloppe aura une forme particulière 
et une position déterminée dans l’espace. Si .donc on suppose- que 
la fonction c prenue successivement toutes les formes possibles , poor 
chacune de ces formes particulières , on aura une enveloppe indivi- 
' ducUe différente ; et pour toutes les formes en général on aura une 
suite d’enveloppes. Tontes ces- enveloppes auront un caractère gé» 
néral ,. une propriété commure r une même génération , indépendante 
de la netura delà courbe dont Féquation est^ = fx. Ce caractère 
celte propriété, cette génération peuvent être, exprimées- ou par uns 
équation aux différences parûdles , ou par une équation- intégrale, 
dans laquelle entrera la fonction f , qui alors sera arbitraire ; et ce 
sont ces deux e^èc<$ d’éqnations que nous nons proposons de trouver. 
Fious allons édaiccir ce qui précède, en raieoasant sur uo exempln 
«impie. 
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Tout étant rapporté à tro» plana - rectangulaires , dont ^celui qiri 
contient les x cl j”» soit liorisontal^’ concevons que sur ce dernier 
plan on^ait tracé une courbe quelconque dont l’équation soit 
et que sur cette courbe ou prenne un point correspondant à x—ci, 
et pour lequel on aura par '.conséquent j-sa; a a; cela posé, si ce 
point est le centre tl’uiie ^plicrc dont le rayon soit à=<», l’équatioB 


de lu surface de la sphère sera * 

(a:— «)‘4- (jt — f«)> -t- I* :ç: a*. ^ 

G:Ue équation est , dans ce cas , celle que nous représentoûs par 
F—-0. AËtuellement , si la forme de la fonctkm f restant b même , 
c’est-à-dâ'e , si , larcourbe herisouiale restant fixe ^ foa donne suc^ 
cesûvcmeni à • tontes les valeurs possibles, on aura une suite- du 
spbères de même rayon , et dont les centres seront distribués sur 
tous les points de la courbe borisositale. Toutes ees sphères seront 
enveloppées par une surface unique , qui- sera, celle d’un canal ci(«t 
culaire , curviligne , et dont l’aae sera la courbe horisontale : c'est 
* cette surface à laquelle nous donnons le nom àlEnveloppe. Enfin , 
si r«B donne successivement à la fonction f- tonies les formes pos* 
siblet r c'est-à-dire si l’on fait successivement la même operation 
pour toutes les courbes que Tpa peut tracer sur le plan borisontal , 
à chacune de ces courbes correspondra une enveloppe particuiièrei 
Tontes ces enveloppes aiaront la même génération et nue propriété 
commune indépendante de la courbe qui aart d’oxe à chacune d’elles 
en particulier. G;tte propriété est que, si on -les coupe par un plan 
quelconque normal à la courbe horisontale qur sert d’axe , on »| 
pour section , la circonférence d’un ccrdc d<mt le rayon est = o ^ 
et dont le centre est dans la courbe. L’expre.ssion - analytitpie de 
celte propriété qui appartient à tentes ces enveloppes , et qui n’ap^ 
partient qu'à elles , est l’équation générale des surfaces soumises à 
cette génération. Rentrons eutuellement dans le cas général. 

Si dans f équation générale des surfaces enveloppées F=», après 
avoir donné à aune certaine valeur, on loi donne une nouvelle valeur 
pifîniment peu différente de la première , on aura l’équation d’une nou- 
relie eaveleppée , qui , par sa forme et sa position , diil'érera iafiBiment 
peu de la première , et qui la coupera dans une certaine courbe.' 
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Cette toirbe sera la ligne de contact commune deadeux enveloppées 
«otuécotivesi avee leur ' enveloppe ; et ses points seront ceux de lo 
première enveloppée pour lesquelles les coordonnées x , / , s ne clian- 
, gent pas, quand m varie et devient m-t-d». Si donc on diflëremie 
■ff 1 équation /^=3 0 ,,en regardant « comme seule variable, l’équation 
ÿ qu’on obtiendra- appartiendra à la tourbe de contact ; et parte qne 

' cette courber se trouva aussi sur la preinièm enveloppce , il s’ensuit 

que ces deux équatÎMis . seronv ■ vwi*o.i4 > 



dans lesquelles la quantité ■ détermine la position de la- courbe d« 
.contact .dans, l’espace, .éiqsi, suivant. que dans les doux équations 
et {£) on donnera . successivement à •.düTéreu^ valeurs, -ou 
aura les équations de courbes de conUct difl'érentes qui se uoaveront 
toutes sur l’enveloppe ► « dont l’euvelnppe êHe-.mdmev sera , .pour 
ainsi dire , composée. Si donc entre les deux équations et 
on élimine », on apra- en x, t une équation que nous repré- 
senterons par/(x, J, *) = o, ou, pour abréger, par J—o, 
et qui sera celle de l’enveloppe elle-mém«> — 

La ligne de conuct , dont les équations ‘sont {A) et (fi) , a anssi • 
une propriété indépendante de la courbe qui paruçuiarise l’enveloppa, 
et dont on peut avoir rçxprcssion analjrtiquc^ en vertu de cette 
propriété , elle imprime un caractère général à toutes' les enveloppes 
soumises à la même génération sa considération est tres-unportame 
dans l’intégration de^ équations aux dilTérencrs partielles , 'et nous 
la nommerons la caractéristique de l'enveloppe. Nous verrons par 
la suite qu’nue même enveloppe peut avoir plusieurs caractéristiques 
diti'érentcs. Dans le cas particnlfer sur leqiiel nous avons déjà rai-^ 
sonué , la ligne de contact est toujours la circonférence d’nn cercle 
dont le rayon est constant , et dont le plan eswtoujOurs vertical et 
normal â la routbe^hdrisontaJo , quelle que soit d’ailleurs cette courbe • 
et il est évident que c’est cette propriété qui imprime à tontes leÿ 
envéloppes de ce genre leur caractère commun et distinctif. Poursui- 
vons CCS ' considérations. ' ■ ’ 
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(Uu i«s «lo)U MjiMitibii* Ijé-) «i (/?>«;. après «vojr «iotfui am 
parttuèue • une prrBBtrre. valeur qui «U-iernâua k poaiiioade k 
■ «oiactéiûtique diuw l’eapuee, oa coûtait que ce paramètr» soit augaoik 
d'une (fUBnliic iniiniinciu petite du, ioi deux nouvelles , équationa 
aoroni ceDes d!tuie nouvcik caraocriatique , qui , par sa Ibmae et 
a* pqfiliun , ditt'crera iaUinimeat peu de ila précédente , et qni'un 
gêaéral dii. coupera quelque part , puisque ces deux caraciérbtiqnes 
cunsécutives sont sur le niènie enveloppe.. Les points en nombre 
Uni , dans lesquels les <le^ caracléristiques conséculires se coupent , 
sont ceux de la premicrè pour lesquels les coordonnées x ,j ne 
cliangent pas, lorsque dam les équalioqs cl {B) «varie et 
devient Donc si l’on diflféreulie Ces deux équations , eu 

Ugardant a comme seule variable, les deuk vtOuveiles équations qu’on 
obtiendra appanuMidrom au» points dlutersectieil des deux carao 
térisiiqnal^; et parce que ces poinaa se trouvent Msi star Id première 
caractéristique , qae «Cailleuré en dU^retitknt on repnodirii (E^ , 
U s’ensuit que fRMtr cbecaa ^ cea peints d'utersectioR on' a les ireis 

tyiqiialii>m <tl J*U|^ Untb < , si 
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■ (B) 
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dans lesquelles la quantité a détermine celle de toutes' les caracté> 
rièiiques sur laquelle on considère le point où elle est coupée par 
celle qui la suit immédiatement. ' * 

Ainsi, suivant que ‘dans les trois équations id)t (B), (Cj on 
donnera au panupètre a différentes valeurs , on aura en x , ^ , s, 
trois équations , desquelles , par l’élimination , l’on tirera les valeurs 
des coordonnées x^ j- , t, dû point dans lequel la caractéristique 
correspondante est rencontrée par la suivante. On aura donc sur 
l’enveloppe autant de points de celte espèce, que l’on pourra donner 
de valeurs différentes à a. La suite de ces points formera sur l’en- 
veloppe une courbe très-remarquable, et dont op aura ep x., jf 
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lea dc«a équation* , en ctirnmMit * entrt les «fois fY) , (P) 

et {C). Cette courbe rést tou«hén'‘pM‘ fowteSt les 
de I* même monière ’qne l’enveloppe est foil<*bi*c par tontes les 
dnvcloppces ^ et* elle est pour l'enteloppe une véritable ar^ie de rf*> 

. bruiuaenient : «ar toutes |eS' parties des ceraotérnriqnes qui soqt 
d’iAi luéiiie côté par rapport k Ictfrs poitits de èontaét atec fd 
courbe qae nous considérons , {brment un«> première nappe de l'cn-- 
vcloppe j et tonies les parties de ret caractéristKptcs qui sont de 
l’autre cdlé des mépies points du contact . fiacmenè une ser.onde nappe. 
Ces deux nappes se touebenl dans la courbe dbnt il s’agit , et qui 
est pour elles une limite commune ; de tnanière qne si un point 
se mouvoit sur nne de ces dmx nappe* sanvunt une certaine loi , 
ilarriveroit jusqu’à cette limite qu’il ne pourroit.uutre-passcr} et pour 
continuer son monvument eairant In méma ^tn « il seroit obligé' de 
se réfléchir et de passer sur l'autre , nappe. ISous aurons occasion, 
par 1a suite» de nous familiariser avec cette espèce d’arête 'de n» 
brousstrBMnt. Kous non* canteuteroos- ici' de flifre obserrer que les 
sstrfiacc* ctttdqMS sont des enr a la ippeij, - qne , -conjose telles a allea on» 
leac aiêt» de rebronsaement ; cpae , pour eRe*» cette atête se réduil 
toujours à un point unique^ et que ke point , qui est te sosihiel'» 
Ml tfos-recburquable »ur ces tttclBces. '* • 

Toutes les arêtes de rcbrousscniciil des enveloppes sonmacs à Id 
même génération ont aittei’dM'«acaeiiBe' xoninVun , une proprici^ 
générale , qui est iadépendanle de la courbe qui partlcttiarise l’cu'* 
vcloppe, et dont pu penluvoir rdxpS'esston analytique. La considération 
de ces arêtes est d’une grande importance dans le calcul iulcgral de» 
équation; aux difTérences partielles -, et pour celle raison nous ne 
manquerons pas de le», éindiér dans tous le» cas particuliers que 
nous traiterons. . > * ' 

£ntin , chacun des points de l’|rêtc dp rebroussêbicnt d’une en.* 
veloppe est l'intersection de deux caractéristkpies consénilWes ; mais 
si , sur- cette arête , il se trouve un point dait» lequel les trois 
caractéristiques consécutives se coupent , ou ,‘^cc qui revient au même, 
s’il existe une certaine vtdenr de u , pour laquelle les deu.v caracté< 
ristiipes consécurivet coïncident et ne forment (pi’unc n^mc courbe, 
le point correspondant de farétc de rebroussemont sera tel , que se» 
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trois eoordonuûas x,jr, t.ne varicrom pat lorsque.* viendra encore 
ÎKjmrier. Si donc on diflcrenlie les trois, équations (Q» 

M regardant • cunune saalo varkldq , les trois équaiiont que l’oh 
aura, appartiendront «u., in^mc points de rebroussement { et-pareè 
qqe la diBërentiudoo , de (^) produit (£), »t que celle de (B) t 
^produit (C),, il s'eusuit; que si des quatre équations ‘ 
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ou élimine les trois coordonnées x, *, on aura une équation 
qui no. renfermera plus que. e , et qui donnera la valeur de • pour 
qu’un point de l’arte de rebcouasemeni soit cominaa it trois carae^ 
térUtiquescensécutives. Çp poipt eat Ini-naénM pour l’art te un point 
d’inOexion ou un point dn rebroqtsement. ' 

Passons actuellement à la reckerebe des dqniitiops de quelques 
enveloppes. , ^ ■ .-r . . l .. ” 
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Des surfaces des ' canaux , dont taxe est une ctmrhé quelconque 
plane et korisontale , et dont les sections peipendiculaires ’à cet 
axe sont des cercles de rajon constant. ‘ 

* ■ * ’ « . • ^ il» ‘ „ 

Une courbe quelconque étant tracée sur. le plan horuontal si Ton 
imagine qu’une sphère d’un ra/oa constant se mettre de manière 
que son centre suive la courbe , elle parcourra un espace qui sera 
enveloppe par une certame surlàce. courbe. Cela, posé , trouvé-, 
1°. [équation générale de toutes les surfaces courbes soumises èi cette 
généalion, queBe que soit d^ ailleurs la courbe plane qui leur sert 
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d'axfi 3".' lès èqualions de‘tu"cttraclérisUque de ces surfaces i 
S", celle de leur arête de rebroussement . ^ ‘ 

r - ' I ‘I ,) .1 I I . 

• Première manière, tVnprès ta considération du pian tangent. 

S° Im surface que nous cousidcrotis étant l’enveloppe d'une suite 
de splières de même rayon ,• il est éxidcnl que sou plan tangent 
coïnritlu qvcc le plan tangent de la spbère enveloppée qui la touche 
au mèntc point. _ : , 

Quelle que suit la courbe qui sert d'axe , l’angle que le plan tangent 
de lu surface fait avec le plan liorisoulal pour un point de contact 
pris: à une certuine hauteur , doit donc être égal à celui que fait 
avec le meme plan horisontal le plan tangent à une des sphères 
enveloppées , pour un point de contact pris à la même hauteur. 
Or , l’c(|uation du plan tangent étant , cumme on sait , 

— (ê) (|;) . 

le eosiiHis de l’t^lc que ce plan fuit arec le plan horisontal-, est r , 




de plus, a étant le rayon constant des sphères enveloppées, et«, ^ 
étant les coordonnées quelconques du 'centre d’une de ces sphères, 
l’équation de la surface de cette sphère sera 

I «)*. ** =>»*• . — • 

Tirant de ^ cette équation les valeurs de et de (I) pour les 

substituer dans l’expression du cosinus de l’angle que le plan tangent 
de cette sphère lait avec le plan horisontal *, oir trouvera 

* ' ■ , a .. , ■ s . 

cos. r= I ^ . ■■ : " ' ou =Î= » 

V [(x — “ 
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donc , égalant les valeurs de ces ilcgx epsinui , et accentuant : dans 
la seconde expression , pAisque les poiiiu de contact sont pris à la 
même hautéur , on aura , pour équation générale des surfaces que 
nous considérons ,, • 

' ■ (=•)■■*• (^)'J,= <"> ' .* ' 

Autrement. 11 est évident que routes les nohnalcs de l’enveloppe 
coupent la courbe qui lui sert d'axo, et que les parties de cei nor- 
males eutnpritcs entre la surface et le plan horisontal sont égales 
entre elles et au rayon des sphères enveloppées. Or, en nommant 
ac' , , s^,< les coordonnées d’iui point d’une surface courbe, nous 

avons vu que les équations de la normale qui passe par ce point sont 

1 ■ I » :m- I II <1. . . 

.•I - ‘X — =a O «lOU , ■ ■ 

^ '■(. rft ) y -y -ht* ‘r- *0.,(^) = o" ~ ' 

De pliis^ la grandenr do Id partie de éette nonualc tomprise etitre 
le point de la surface et un antre point dont les coorduiiiiécs sont 


• 


- V" 

Y J". ) — j 


P V^t(x— 



Substituant donc pour æ ~ 

x^ 'et ’j- — W les valeurs que luurausseM 

ï . 

les deipc équations précédentes', on aura pour «xpression de cette 

» 

t V 

r*/ 

grandeur ^ 

1. 1 ' 0 üpsl 


' I . 

Si donc on vent avofr gradieur de la partie dé la noélnalc 
comprise cotre la surface cl le plan horisotual;) iltfà|adcaiiaire.s =m«i 
dans cette e^ession, qqp. deviendra ,i .< ;,,v* liil n-W-t • i sb 
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donc, en égalant celle erpression au rayon a dcâ sphères enve- 
loppées, et élevant au Arré , oir ironvera connue à-dessus, pour 
érpiaüon générale 




3 ”. La caractéristique de la surface , c’est-à-dire, la courbe de contact 
de cette surface avec chacune des enveloppées , est évidemment, dans 
ce cas , la ligpe de plus grande pente de la, surface , ou ce qui revient 
au même, elle est, de toutes les courbes qui sont sur la surface et 
qui passent par un mérue point , celle dont la tangente en ce point 
fait le plus grand angle avec le plan horisontal. La tangente de cette 
courbe est donc perpendiculaire à l’horisoniale menée dans le plan 
tangent i et enün la projctclion horisontale de cette tangente est per- 
pendiculaire à la trace horisontale du pbtt tangent. Or s! , y* éunt 
les coordonnées du point de la caractéristique , qui est aussi le point 
de contact du plan tangent, l'équntiOB d<^ la projection horisontale de 
le tangente est ’ '/ 

celle de la trace horisontale du plan tangent se trouve en faisants = o 
dans l’équation de ce plan , et est 






De plus , ces deux droites seront rectangulaires $i , en ajoutant les 
produits des coefliciens de x à celui des cuellicicns de ^ , la somme 
est égale à zéro; donc l'équation de la projection horbontalc de la ligne 
de plus grande pente est 




Donc enfin les deux équations de la caractéristique de la surface sont 


1 


En général l’équallon (b) peut toujours être déduite inimédiatcmeiit 
de l’cqualion (à). Pour ne pas trop charger cet exemple , nous le ferons 
voir dans l’exemple suivant. 

3°. L’arête de rebroussement de la surface Touche en chacun de ses 
points une de scs caractéristiques ; ces deux courbes ont donc; en cC 
point une tangente commune ; donc la tangente de l’arête de rebroes- 
.sèment pour un point de contact pris à une certaine hauteur , fait 
avec le plan horisont.il le même angle que la tangente de la carac- 
téristique pour un point do contact pris à la même hauteur. Orar', y,t', 
étant les coordonnées du point de contact pris sur l’arête de rebrous- 
sement, la tangente de l’arête fait, avec le plan horisontal, un angle 
dont le cosinus est évidemment > ^ 

: cia;'- -H </)'•) 

cos. = - % • ' ' ■ 

Y -k- dy* dz’') 

De plus , dans un cercle vertical , et dont le rayon est a pour un 
point de contact pris à la même hauteur z', la tangente lait, avec le 
plan horisontal , im angle dont le cosinus est 


donc , égalant ces deux cosinus , on aura pour équation de l’arête 
de rebroussement 

2 '* (cJj:'* -1- dy' -f- dJ^'j = a* (tir'» ■+■ dy'') .... (c). , 

J 

Autrement. Les deux équations (a) et (b) appartenant à tontes les 
caractérislicpies , cpielle que puisse être la courbe t]ui sert d’axe à la 
surface, et quel que soit le point par lequel passe la caractéristique sur 

. /'dz'\ /dz'\ 

chaque surface individuelle, les deux quantités ( 

renferment ces deux équations , doivent dépendre implicitement , et 
d’une première quantité a qui sur chaque enveloppe assigne le lieu 


V 


mm 


• ( 3 ? ) 

«le la caractéristique , et d’une seconde quantité (3 = ÿo, dont la forme 
particularise l’cnTcloppe elle-même. Si donc entre les trois équations 
(o) , (b) et la suivante , 




on 


climîne les deux quantités ^ ^ m , on fera disparottre 


tout eff qui dépend de la quantité «, par conséquent tout ce qui , 
dans la même enveloppe, particularise chacune des caractéristiques; 
et l’équation aux différepccs ordinaires 


ï'‘ («fr'* *4“ «fc'*) = < 1 * •+- d/'*) .... (c), 

que l’on obtiendra , appartiendra à l’aréte de rebroussement que toutes 
ces caractéristiques touchent; mais aussi par celle élimination on fait 
disparottre tout ce qui dépend de l’autre quantité p—pa , et par 
(Xinséquent tout ce qui particularise l'enveloppe elle-même ; donc 
l’équation (c) est généralement celle des arêtes de rebroussement de 
toutes les surfaces soumises à la même génération. 

On voit donc que la caractéristique est exprimée par deux équa- 
tions (a) , (b) , dont l’une est aux diflcrences partielles , et dont l’autre 
est aux dilTércuccs mêlées , partielles et totales ; et qu’au contraire 
l’aréte de rebroussement est exprimée par une équation unique aux 
diflcrences ordinaires , tandis qu’en quantités finies elle doit être 
exprimée comme toute courbe à double courbure , par deux équations 
équivalentes à celles de deux de ses projections. 

Les arêtes de. rebroussement que nous venons de considérer , sont 
susceptibles d’une antre génération qui conduit à une construction 
simple. En effet , si apres avoir décrit sur un plan vertical quelconque 
la circonférence d’un cercle d’un rayon a , et dont le centre soit dans 
l'horisontale , on plie ce plan sur la surface d’un cylindre vertical à 
]>ase quelconque , la courbe à double courbure que la circonférence 
de cercle formera par son application , sera en général l’arête de 
rebroussement de la surface dont il s’agit. Car il est facile de 
voir , lo. que pour toutes les courbes soumises à cette génération , 
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<m âura ^ 

• ^ _ • 

rfr* + </2*) r -P-' ? r - » 

• . . . . . ' . •• * * 

cc qui est la propri^ic exprimée par l’cquatioa (c)^ *®- que ces courbes 

sont les seules qui jouissent dt cjf|^ propriété. Donc l'équa^on ic) 

suflit seule pour lea défiuh*. ' ^ 

Seetnde manUrt , tn qumiilés finies. ^ , 

L’équation de la courbe liorisontale qui doit servir d’axé'àh surface, 
et sur laquelle te tftmveiit les centres de toutes les sphères envelop- 
pées, étant représentée par_^-=fx, dans laqticfle » exprime une 
fonction quelconque arbitraire , et a étant la valeur de x, qui corres- 
pond à la position du rentre quelconque de ces sphères, Féquaiion 
de la surface de cette sphère sera 

(x — «)■ -t- (j — e«)‘ - 1 - ï* = <r. 

Si l’on diflerentie celte équation trois fois de suite , en regardant • 
comme seule variable, et si l’on firii dfm = f'm. d » , dq'a^ f''ada et 
q'"ad», on aura les quatre équations 

(x— «)»•+- (j' — s' =r a>. . . (..y) ' ’ 

X — « {.J — fis) t'a = O .. . (JB) 

(j— pa) t"a — i—(p'ay~x> . . . (C) 

(7 — pa) p/"a — 3ÿ^«.t"<t = 0 . . . (D) 

Ce sont CCS quatre équations que , dans le parag. précédent , nous 
avons représentées par 



Donc si, sans prononcer sur la valeur de la quantité •, on élimine 
cette quantité entre les deux équations (y#) et (B), le résultat de l’élimi- 
nation sera eu x , j , l’équation finie de l'enveloppe. Tant que la 
fonction p restera sous sa forme générale et Indéterminée , l’élimination 
dont il s’agit ne pourra s’exécuter , et ces deux équations ne pourront 
être réduites à une seule. Ce ne sera qu’après avoir détenttiué la 
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furm» (le la foncliuu«î dé jnanièrc qu'elle appanieniie ù la surface 
iudividucUü que l'ün Oÿusidérera 'dans chaque Cas partîeulier , que 
l'on poufra eft'ectuêr'cctte cliniinvion. Ainsi, a êlaut regardée comme 
une quantitc dout«)a va|eXr est indiffcrciuc , et qid doit dispnrottiA 
par l'éliintnatioQ , et la forme de Ju Ibnctiun p étant arbitraire , le 
système des deux équulitns {/t) et (fi) exprime donc toutes les sur- 
faces courbes sodniisos ù la même génération; ce système est donc 
é<]uivalent à l'éqiialioii unique aux dltiérraecs partielles (u), dont nous 
verrous par la suite qti’il est l'intégrale complète. 

*■ Si "MSn*' 1er 'mêmes équations (v^) et (B) on regarde a, non plus 
comme, tmc intléterminco qui doive disparoltre^ar*rélimiiialion , 
mais cunMnc une constante arbitraire qnl ddive subsîst^, en sprtc 
que les deux équations (A) et (B) ne soient plus rédu<AU>lcs à une 
seule , elles appartiendront à la caractéristique de r«aurface. La forme 
de la fonction p particularisera la surface individuelle , et la constante a 
particularisera sur cettp surface la caractéristique individuelle. Ces deux 
équations sont donc équivalentes aux deux équations (d) et (b), ^ous 
verrons ptir la suite qu’elles en ^nt riiilégrale, complétée par une 
constante arbitraire », è cause des dSlIérenccs ordinaires , et par une 
fonction arbitraire p , à cause des difierences partielles. 

Si dans les trois équations (A), (B), (C) , on élimine «, regardée 
comme une indéterminée dont la valeur est indifférente (cliralnatlon 
qui ne peut se fàit'e que dans chaque cas particulier , après avoir 
déterminé la forme de la fSnctkm p , et colles des fonctions pf, p" qui 
en dérivent par la difl'crentiation , on aura en ar , y, z , deux équations 
qui seront celles de l'aréte de rebroussement. Ainsi la forme de la 
fonction p étant arbitraire , le système de ces trois équations est équi- 
valent à Féqnation unique anx difl'érences ordinaires (c). Nous verrons 
qu’il en est Pintégrale complète. ' 

■' Enfin , si des quatre équations (A ) , (R ) , (C) , (D ) , on tire les 
valeurs des quatre quantités , z et <e , on aura les trois coordonnées 
du point d’infTcxion ou de r^roussenient de l'aréte de rebroussement , 
et la position du centre de la sphère enveloppée sor la surface de 
laquelle sé trouve ce même point. 

Nous venons de voir que l'enveloppe' est oxprnnée par une équation > 
iipiqne:attii didérences petrueties» et que sonorète de rebronsiemens 


^ I ** I aW 
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l’est p:^r une éqnmion unique ai^ difTMa^»ordiii«ircs ; mm qu'en 
quaiitilés Itfiies i’cn^felopp%cst expriml^t^^r^t^'étémè Me cqua- 
lûnis , et que l’iirélc de rcbriuissaiient' pai^A île trois 

0 équations, entre Icsqucllcj'jl faut élimina qo<' Wéterminé» «. Lors- 
qu’un o))jpl est exprime par fine^cqnatioA nniqùe , «fltte éqiiatioiq^i 
nécessaire , êt n« pfeiA étfts suppléée par aué^e-jçtre équation unique 
lie mémo genre; mais lorsqu’il est exprimé parlé sj^téme do plusieurs 
équations , aucune des éqiiattun» de ce système n’est nécessaire , et il 
existe toujours une infinité d’antres systèmes d’équatiqa||flKmlnmcnl 
équivalcns. Par exemple, une courbe à double eoum^V 4létcr- 
niinée daql l^]>ale par deux équatk>as en x,j, s; et ces é^^tious, 
q^O des dcifx surlâces conrbos douf- le couriM|,est |'iulcr- 

section, delRn^ncccssaircs , ni l’une ni l'autre,, pour exprimer cette 
Æurbe ; car IT existe toujours un nombre infini .d’autres surfaces 
courbes qui , '^Ises deux à deux , se coupent dans la même courbe 
à double courbure, et dont les équations, quoique très-différentes 
des Jeux pmiiicrcs, expriment cette courbe avec la même exactitude. 
•Le système de» quatre équations (fi), a’csl donc pas 

nécessaire pour exprimer toutes les a^iections de l’enveloppe que nous 
considérons , et il existe un nombre infini de systèmes d’équation? 
qui remplissent exaclemcnt le même objet.; rîous nous contenterons 
d'en rapporter un seul exemple. 

Tout étant comme précédemment, si l’on conçoit qu’un cylindre 
indéfini, à base circulaire, et dont le rf^on soit a, se meuve de 
manière que son axe soit toujours dans le plan horisontal , cl tangent 
à la courbe, dont l’équation est y = fx, il parcourra un espace qui 
sera circonscrit et enveloppé par la surface du même canal que nous 
considérons ; cette surface peut donc être aussi regardée comme 
l’enveloppe d'une suite infinie de cylindres horisontaux ; et en opé- 
rant sur l’équation générale des surfaces de ces cylindres, de la même 
manière que nous l’avons fait sur celle des sphères, nous obtiendrons, 
quatre nouvelles équations dont le système remplira le même objet 
que celui 'des quatre éqnalions (A), (B), (C), (D). , 

11 est facile d'avoir l’équation générale de ces surfaces cylindriques 
, par la méthode que nous avons exposée en traitant de leur géné- 
ration ; mais il peut être bon de bure voir comnient çn peut y 


y. 






«e„p *'; * ’T''‘^^'.- 

I Ôî i’wl*repi?sed|Kÿ''^^ vàlW ili^ 'àé' qiii ^rrp5piin<f aj^ 

«fe: I* lartgiftité a MPESVll bc , sM ^ •• ^ 

■ m-.i-lyi>rf^*.l.^ •• — ’ 

''^St lldhjPpB^ tusnite qu’i^c spliôiK cl’iin rayon a -<o n^pnvr’dr 
^anicic que son cculrc partoftre çelte ‘Irobr . rcii*lof»p<^e l’i 'ipBC* 
qu’eiilopaj[|qurra serai» siiVruce cylnîtlrique demandée. SdRJUa 
de a. qui ^coricspoft i un çoint q^e}couql)M{ ^lis s^. cflPp dvuj|« , 
on auia puni* ce point ^* = ? *) ^ » > ol^^qualion df 
"surface de 'ia^ splicre dont le centre seroil eu te pi>i<l , et dont le 
rayon scroit « , sera ^ ^ 

(x — i)‘+ [/ — ♦* — (i* — «)?'«]»+>* = O*. 


Dope difl'creoliaBS celle équation, en regardant écofome seule va rialilc, 
,cc qui donne ■ ■ > ' •■■'■." 

X — i-4-t[/ — f » — (i — a)p^K]f'a = 0} 
cl éliminant b , l'équation résultante 

[(x— «) »V — (y -r »>«)]• =5 [l + 

sera celle de la surface d'uji cylindre à base circulaire , dont l’axe 
tonebe la coui1>e liorisontalc , m étant la valeur de x qui corrospoqd 
au point de contact. , , > 

Cette équation étant celle d’une nouvelle enveloppée, il s'enstait 
que si 'ou la ditlcrentie trois /ois de suite , en regardant n conitnc 
. seule variable , un aura quatre équations nouvelles, , 

[(* — •)♦'•— Cr — »*)]’ — + (»'*)']••• (■<') 


(* — •)■♦'•— (* — OO— »«) =(«' — r’)»' (fl') , 

(x — .)■♦*«— (x — — f* = (a' — x’)#*» (CQ 

(x — •)’ f*'* — 3 (x — a) = (a* — X*) f'^a (D') 
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qui remplaceront les quatre éqvations (jf), (S), (C), (D). Ainsr, 
si l’on élimine a des'deuk équations on aura l’équation 

de l’enveloppe; si on élimine a des trois» équations (^) , (C') , 

on aura les deux équations de l’aréte de rebroussemeiu ; enfin les 
quatre équations (B), (C), (D) , donq^ont les Valeurs de s 
et a qui correspondent au point d’inflexion ou 'de rebroussement de 
l'aréte. 

tà 

Ces deux systèmes d’équations peuvent être cmplgjts indiflercm- 
ment; nous nous servirons du premier, parce qu’il est plus simple. 


ptant données les deux équations dune courbe à double courbure 
quelconque , trouver celle dune surface courbe qui passe par 
(eue courbe , et qui soit celle dun canal dont la section soit 
ua cercle donné de rayon , et dont l" axe soit une courbe comprise 
dans le plan horisottlal. _ 

La question consiste évidemment à déterminer dans les deux 
équations , {B), ou dans les deux équivalentes (/^^), {B') , qneDo 
doit être la forme de la fonction f , pour que la surface à laquelle 
appartient l'équation résultante de l’élimination de a passe par la courbe 
donnée. . - 

Or , cette surface , qui est tme enveloppe , passera par la courbe 
donnée , si toutes les surfiices enveloppées touchent cette même 
courbe ; c’est-à-dire , si chacune des tangentes de la courbe donnée 
se trouve sur le plan tangent à l’enveloppe à laquelle appartient le 
point de contact. Soient donc F(x , i) = o , ety(x,_y, a) = o, 
les deux équations de la courbe donnée ; .si l’on représente par 
x,y, ■* les coordonnées du point de contact , et par xf, j*, s'» 
celles du point général de la tangente , les deux équations de celte 
tangente seront 

SC — x' = (s — s') 




dz 

dr 

dz 
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dans lesquelles les qnaniités dx , dj , dM sont des diffërendcUcs or- 
dinaires ; puis si l’on diCérentie les deux équations 
i 

F{x*jr-, z)=^o, et /(x, y, m) = o, 

^ doT dy 

et si l’on en retire les Talanrs de et de qui seront en x, s , 

» ^ 

et que nous représemerOns respectiyement par p et q , les deux 
équations de la tangente seront» 

• x-»x' = (s — *')p, jr — yxx{i^z')q. 

De même , x,j,t étant les coordonnées du point de contact du 
plan tangent , et x',y, î' étant celles du point général de ce plan , 
l’^ation du plan tangent sera , comnae. on sait , ' 

dans laquelle (^) sont des diCE&rences partielles} pnist 

si l’on difierentie l’équation de l'enveloppée, et si Ton en tire 

les valeurs de ^ seront en x, y, », « et fa, 

et que nous représenterons respectivement par Pet Ç; Téquation du 
plan tangent sera 


»-d = (x^x')P^(jr~f)Q. 

• Ce plap devant passer par la tangente , il &nt que son équation 
et celles de la tangente aient lieu en même tems , c’est-à-dire , que 
si on élimine les trois quantités x — x', y— y', * — s', ce qui 
est toujours^ possible , l’équation résultante 

qui est en x,^, s, a et fa , soit satisfaite. Donc, si on en élimine 
x,jr, s, au moyen des trois équations F{x,jr, i) = o ,f(x,y, s) = o, 
et ) , qui ont lieu en même tems pour le point de contact , on 
anra en a et fa, une équation , que nous représenterons par 

M=o, 
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et qui (louncra la rclalion q^ic doi\cnl aToir entre cljes, les deux 
coordonnées a, f» du ccutrc de. la s^jliùrc enveloppée ,,ponr que la 
surface de celle sphère ibiicbc lî> courbe donnée. Mais il faut que 
celte condition ait lieu jwmr tontes les valeurs tfe »■ : il faut doue 
que la ntéine relation subsiste , qiminl inêmc a varierojt cl deviendroit 
a-^rân-, donc , il faut que fa dilTércntlelle de l'équation M-=^o ait 
ei^corc lieu ,.c’c4l-à-di;‘c , (pie l’qu ait encore , . 

,IM • •- -V , ; . 

- . iU. V V . 

V ' ■ J ^ 

'Doue, si eniït les quatre équations {J), {B), Af=o et :=o, on 

éirniioc le.s trois quantités' a, \x'c\ ÿ'a, rétpialion résnlta'nlê sera cti 
Æ yj-, Z celle de lVnTelopi>e individuelle dêmandée , qui passe par 
la courbe dunuée. 

Celle méfliode dbVlélci'iiriner là Ibrmc de fa fontMion pour que la 
surface passe par une courbe donnée , ii’cst point particulière à la 
siw&cc <lM»ti>on»iM«s oecup<inst aile «si {^éjaéralc, tt elle cun'vlatitt 
à toutes les enveloppes lorsqu’il ii’y qu'imc seiifé fonction à dé- 
termiuér. II eii est de même pour celle de fa'qnesrton suivante; 


Etant donnée l’èijtiation efane surface courbe , trouver celle de 
surface d'un ctnfol ci secliqif circulaire , cl dont faste curviligne 
soit dans ie filan horiiontal ; de manière que lé canal ceigne la 
surface 'donnée , c'est-à-dire ^ l'eirthrassc en là 'touefiant suivant 
une courbe. ' ■ < - • 


Il est évident que la question COhsîsfe à déierAiiniT dans lés éqnàtion.s 
(y/), (B) quelle doit dire la forme de la fonction ÿ pour que l’on- 
vcloppc ceigne la surface douuéci et que cette cniiditioii sera remplie 
si cliacuiic des sphères enveloppées louche la surface donnée , c''est'-â- 
dire , si , pour les points cuminuns à l’enveloppée et à la 'surface 
donnée , ces deux surfaces ont le même -plaji tangent. Soient donc 
F (x , j , z)axo l'équatiùn de la surface donnée : si Ton rcpréscnlo 
par sc,jr, z les coordounées du point de contact , et par xi, j', s/ 
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ccU$«- jltt point! génw»r Jq ]ii«n tntip^of , m «{* ’ppHS Tôn «xprime 

i / <■ V "v ';r V ■■ I ’ 

rC<pcttn rtrtf'iil par f> et q les videurs de ^ V® l ^ ) lii ccs 

(le.^’Aq«»»*ioDi F(o3,jr, i)a=:o,. r^quatîton derfi^n l.inçMii i là surface’ 
dctNUBc , sera' ■ ' . • • ’ ■ 

' " i' vS ^ ( jj4 J y '■ - ■ ^ ; ' 

Si l'on esprime de inènic par Pal Ç ie»^nle«Nrs de \^^'J ** \^/ 

tirées de l'équation l’équation jilao langent à Ja spliia'c en-' 
vcloppce sera 

. . . ■■•s =rf P +: (y -i-/') ■'' ’ ‘ ■ 

j; jj », S . ' » , e ’ ' * J.»' ’-i,' 1 ' -** .4 . • * .»<« »;.'•>>• •: • 

l^MT.qne ces deux pkms sc confondem' eii ins setiF; ii"liiiit que Ton’ 
ait les deux équations 'a. ■ 


■ - ■■, .A— P, .. Ç = ^ . •< ' 

qui sont toutes (Jeux en ir ,ÿ ,‘z~»^cl ÿi. jSi dcces deux équations’ 
et des deux autres F{x,jr, j) = o et (^, on élimine les coordonnées 
X, fr't dui poinr de eontact qxti «si CtimMtM tuix ’detix plan» , on' 
aara en ei f « nno éH|iiaiion qoe nous repvésentcrom par Pi-=éo 
et qui sera côll« de la courbé liorisonlale qui sert d'axe'à'renTeloppe { 
lorsqu’elle ceint la surface donnée. 

* ' * " ' ^ diV 

Donc, si entre les équations {A), (B), itxxoyi = o , on 


élimine les trois quantités a, fa, «'a, on aura en x,j, s, celle 
de J'itnyçloppe, individuelle demandée. 


» ■ . .» ’.f' I ’i • < 
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Ik's surfaces dont la lif^ne de plus grutulc pente est une droite 
d inclinaison confiante. 

Si l’on conçoit qu’on, cône droit , ü base ciradaire , ci duM l'aiM 
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soit coiutamnient Terticâl, *« menve de manière' que le sommet par- 
court une courbe quelconque tracée dans le plan homontal , ce c6qe 
parconrra an espace qui. sera enveloppé par une certaine surface' 
courbe. Cela posé , trou¥er , ,i«. l’équation générale de toutes les 
surfaces courbes soumises à cette génération ^ quelle que soit éfail~ 
leurs la courbe horisontale qui dirige le mouvement du sommet du 
cône ; a°. les équations, de la caractéristique de ces surfaces celles 
de leur arête de rebroussement. ^ • ■ ' , . • . * 

PnmUn manière , ifaprit la coruùUrution 3u plan tangent. 

|o. Chacun des plans tangensde l’enveloppe étant aussi tangent à 
un des cènes enveloppes , il s’ensuit qUe tous ces plant forment avec 
r, ’ le plan horisontal uii angle constant. Or npus avons vu que. pour, 

cct angle on a . 
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donc U faut que celte eipcesHOn soit égalée à une constante -, ce qui , 
en nommant a la tangente de l’angje , dontve pour équation générale 
de toutes les enveloppes prodoiteé par cette même génération. 



Là caractéristiqne de la surface , c’est-à-dire , la ligne de contact 
de cette surface avec chacune des enveloppées , est évidemment un 
des côtés du cône enveloppe, et par conséquent une droite perpen- 
diculaire à la trace horisontale du plan tangent correspondant : elle 
est donc , comme dans le cas précédent , la ligne de plus grande pente 
de la surface ; donc sa seconde équation sera de même 

■ ■ ■ ■ 

5°. L’arête de rebroussement étant touchée par toutes les caracté- 
nstiques , et celles-ci étant des droite* qui fonneni avec le plan 
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honsonial nn angle constant , et dont la tangente est a , il s’ensuit 
que , quelle que sÿit la couche qui dirige le somneet du cdne envelqppé , 
chacun des élémens de l’ar£te de rebroussement fût avec sa proÿection 
horisontale un angle dont.Ja tangente est m. On a doue pour toutes 
les arêtes, et pour chacun de leurs points, S'î-|>4 ' ' 
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L’équation générale des àréies de rebrousseiaenl de toutes les sur- 
feecs soumises b celte génération', est doue 

^ * jl • • l’t ' ' !U ■ <1 . 


■ I ■ <fc* m> a'-(dx^ -f- df' (c), 

t I 

Ces mêmes arêtes de rebroussement sont susceptibles d'ufie géné- 
ration plus simple. En e0ht t eprâi avoir mené dans un pkn vertical 
quelconque une droite qui fasse avec l’horison l’angle dont la tan- 
gente est a, Sî l’on plie ee plan 'sur la surface d’un cylindre veilTcal 
k base quelconque , la courbe à double Muibure que la 'droite formera 
par son application sur la surface , seca évidemment celle qoi est 
exprimée par l’équation '(c). 'i ^ ’ V 


f.; u';..: 

De la, Oftractéristâfue. 


Mous avons dk (§. Vlll) que dans tous les -cas l'équation (5) de 
la caractéristique pouvoif être déduite analyliquemeiit de l’équation (a) 
de t’enveloppe. Mous allons le démontrer. 

Pour abréger , nous représenteroiis désormais par et q les difiii- 
renccs pardelles de z , de manière que'pour tonte surface on ait 

tk •= pdt ■+■ ' 

L’enveloppe touchant dans chacun de ses points «ne des enveloppées , 
et CCS deux surfaces ayant pour leur point de contact le même plan 
tangent il s’ensuit q«e pour cé point de contact les valeurs des cinq 
; quantités a; z,p^ q, sont les mémos, sok que l'on Considère 
. In point comme appartenant à l’enveloppe , soit qn’on le regarde comme 
appartenant à l’enveloppée : ainsi l'équation (o).de l’onveloppe, qui 
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V/Vm râ cé« dm? Sqn.tntî«k/ap^i*fi«ïf •#>biÿ. 

«flïttHtcs «otHftiVes % la’ méAc 
>f« ’ëh'rrfn n i»!* ' rtfn^'ips^ sèiis 

te«Ws ’m €é^i8«W*«i^a'-Ü’ëftt»Ar‘ Wirtté .i^!irtëil«4 

aux cnvrloppëes. ,9a‘.oq w«rt4 »b lufi’i jj *i* 

Des cinq quiuililcs J:,j, s,p, f/ , l«s deux dernières,/? et ijf , sont 
ks seules par lesquelles posrrestpiliâSrer ^re elles les équations 
indrvidHclIes de deux ernveloppée^s’diïfJreiftcsj flics sont donc les soldes 


rentier Icquaiioujde l’enveloppée i on *c3ord.x»l«r«0mmc seule variable. 
J)onc si l’ou représente par 

- • ^ '1 * >q- )»>. Vi >'jy; . <1 <r A , sîWs «Om'i'O -itrt' 

■ t J..' '■ * :<* I tifl à.'-j ^:q t. î *,i 'iCif ■^;î f 'i' • ,.i 

)a diirérenliclie de l’équation («)^ pnsé.cn nè Cuisant y^^•îcr^q^ p,ç\ ^ ^ 
$aT dldercniielk prise , en ré^a^aut « coqime ^ seule vwja^c^.sçra r 

• a e. i.? , 3 > ’i >■ n •' | /■ •. > •- 




or on a d’nillenrs 


et par conséquent 


“<fc'='p<fa + ' 


' . . . . ! ; : 1 ', . V r » r . , 

• ?.u- :i .:i » i. ■ ' •* 

donc élkninant '.'’Oil aura pour équation de la ca- 


racteristique 


r C’est cette iqiadon qui , dans tous ks cisV peoduim Pé^alkm (ft) 
I dsi la caractôritUque. • •' * •! s | ‘ 

, . Considérons antuoUesoont l’équation <(a) tConune appartenant aux 
.^cnveluppes. Des cinq quantités ar* _y / x, , ias deux dertttërGS 
•ont encore les seules par iesquëtks penmit dl(H^er entre 'elles les 
iquatioui individuelles de (leux euvoloppct difcrctites/ elles sont donc 


I 
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les seules <pu depe&dcnl do la forme de la fonction s C[ui particularise 
lenvelo|^>e. Ainsi , en supposant tpic la fonction ÿ renferme un 
paramètre y qui soit constant pour une même enveloppe , et qui varie 
en passant d’une enveloppe k une autre, les quantités^, ç., sont «lnn« 
léquatio 4 ,(o) les seules qui dépendent de la valeur de y. Or, si l’on 
vouloit trouver la ligne d’intersection de deux enveloppes consécutives, 
il feudroit ditTérentier 1 équation (a) en regardant y comme seule 
variable; ce qui donneroit évidemment 

' 

et parce que l’équntion 

dt = pdjc -f- ^dj- 

donne également 
en éthninam 

Pdr — Qdx ■= O , 


cou 


on auroit encore ■ 


qui est la même équation que celle que nous avons trouvée pour la 
caractéristique. Donc la caractéristique jouit de la double propriété 
d’être l’intersection de deux enveloppées consécutives inscrites dans 
la même enveloppe , et d’être l’intersection de den* envrioppes con- 
secutives circonscrites à une même enveloppée. 

Il est facile de vérifier ce ré.suliat sur toutes les surfaces dont 
nous avons étudié les générations , nous allons le faire sur celles 
de révolution prises pour exemple. 

Une surface de révolution est l’enveloppe d’une suite de sphères 
dont les centres sont sur 1 axe , et dont les rajrons sont variables suivant 
une certaine loi. Pour une même surface de révolution, c’est-à-dire, 
pour une même enveloppe, la ligne suivant laquelle se coupent deux 
sphères consécutives, est évidemmem la circonférence d’un cercle dont 
le plan est perpendiculaire à l’axe , et dont le centre est dans l’axe. 
Ensuite , si l’on suppose que la courbe qui sert de méridieil à la 
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tur&ce vienne & changer , il en résultera une nouvelle surlace éû 
révolution qui , si elle coupe la première , la coupera 'évidemment 
encore dons la circonférence d'un cercle dont le plan sera perpen- 
diculaire à l’axe , et dont le centre sera dans l’axe. C’est cette circon- 
férence de cercle , ayant pour axe une droite constante de position , 
qui est la caractéristique des surfaces de révolution autour de cette 
même droite , et qui est en même tems , comme on voit , l’intersection 
de deux sphères consécutives sous la même enveloppe, et celle de deux 
enveloppes consécutives autour de la même sphère. 

Seconde manière, en guantiiès Jiniti. 

L’équation d’une surface conique droite à base circulaire , dont le 
sommet est dans le plan horhonlal , et dont l’axe est vertical , est 

ï‘ = û> [(x — «)* -H ( 7 - — /»)•] , 

dans laquelle « et |3 sont les coordonnées du sommet, et a est la tan- 
gente de l’angle que le cdtc du cône fait avec le plan borbonlal. Si 
l’équation de la courbe que le sommet doit parcourir dans le plaik 
horisoutâl est représentée par 

on aura 

• ^ , 

et l’équation générale de l’enveloppée sem 

a* = a* [(a: — *')' + (/ — ♦«)*] . . . (^ 

difiërentjani trois fois de suite, en regardant «comme seule variaMe'r 
on aura les trois autres équations 

(j — pa) pi a + X — a ' — O ... (B) 

(r — (♦'“)* = O . . . (C) 

(_y — pa)p'"a — Sp’ap"a =0 . . . (D) 

t 

desquelles on déduira , comme nous l'avons vu , l’équation de l’en- 
veloppe , celles de sa caractéristique et celles de son arête de rebrous- 
sement. 



S’il étoll qneftion de d^teftniner la forme de la fbnetion p , de 
manière qtie l’enveloppe individncllc passât par Une courbe' donnée 
ou ceignit line surface donnée , on le feroit par la méthode qui 
a été exposée dans l'exemple des surfaces des canaux circulaires. 

Nous terminerons ce qui regarde les surfaces dont la ligne de plus 
•grande pente est une droite d’inclinaison constante , par exposer une 
propriété remarquable dont elles jouissent tontes rclativemlènt à leur 
quadrature. Le plan tangent de chacune de ces surfaces faisant toujours 
le même angle avec le plan horisontal , l’aire de chacun des élémens 
est & sa projection horisontale dans le rapport constant du rayon au 
cosinus de l’inclinaison du plan tangent. 11 suit de là que Votre li’tine 
portion finie de cette surface , terminée par une courlte quelconque, 
soumise ou non à la loi de continuité , est à sa projection îiorùson- 
taie dans le rapport du rayon au cosinus de l' inclinaison constante 
de la surface. Ainsi la quadrature de cette surface ne dépend i^ue de 
celle de l’aire d’une courbe plane. 

Cette propriété ne convient qu’aux surfaces que nous considérons^ 
elle pourroit être regardée comme un de leurs caractères , et servir 
leur définition. 

I 



h 

De la surface courbe qui enveloppe t espace parcouru par tme surface 
courbe quelconque, constante défiguré, et qui, sans tourner, se 
meut le long d’une tourbe quelconque à double courbure. 

Si l’on conçoit qu’une surface courbe quelconque donnée , et 
constante de ligure , se meuve le long d’nne'courbe quelconque , .sans 
éprouver de mouvement de rotation, c’est-à-dire, de manière que 
deux plans non parallèles entre eux cl fixés à la surface restent tou- 
jours chacun parallèle à lui-méme pendant le mouvement, la surface 
qui enveloppera l’espace parcouru aura une propriété indépendante 
de la courbe qui dirigera le mouvement de l’enveloppée , et Féquation 
qui exprimera cette propriété sera ceUe de cette espic de génération. 
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Çesi celte équation que nous nous -proposons de tronrer. Nous com- 
mencerons par des cas simples. Mous supposerons d’abord que 
l'enveloppée se meuve le long d’une courbe plane tracée sur un 
des plans de projection , et i”. sur le plan des x, y , que nous regar- 
derons comme horisontal. 

La courbe qui dirige le mouvement de l’enveloppée étant, plane 
et horisontole, si, par un point quelconque de l’enveloppe, on mène 
un plan tangent à cette surface ; puis si , considérant l’enTeloppée 
dans sa position primitive , et pour laquelle on a son équation , on 
lui conçoit de même un plan-tangent, mais parallèle au premier, 
le point de contact de ce dernier plan sera , pour l’enveloppée , celui 
qui , par le mouvement , doit venir se confondre avec le point pris 
sur l’enveloppe. Ces deux points de contact doivent donc être à la 
même bautcur, quelle que soit d’ailleurs la courbe qui dirige le mou- 
vement. Cela posé, représentons l’équation^ donnée de l’eavelpppéq, 

' considérée dans sa position primitive, par 

et représentons par P (x, y) et F' {x , y) les coef&ciens de dx 
et dj dans la difTérentielle de cette équation , de manière que l’on 
ail par la dilTcrenlialioÀ. ’ ' 

dz — J'* (^.r ,j ).dx -4- F' (jc , y') dy, 

enfin soient , y', t' les coordonnées du poiut de contact de 
l’enveloppée, x, y , étant celles dû point de contact de l’enve- 
loppe , on aura ' - 

zf=.F{x>,j>); 

le parallélisme des deux plans tangens donnera les deux équations 

rO • d = r')r 

et les deux points de contact devant être à la même hauteur , en anra 

ces quatre équations ayant lieu simultanément pour tous les points 
de renveloppc , c'est-à-dire , quelles que soient ks valeurs de x', y>, d. 
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il s’easuit que li oa élimine ces trois quantité .entre les quatre équa- 
tions • l’équation résultante, qui sera nécessairement do la forme 

>■ , , - • •' 
é». 9) = ® • • • -, W 

sera celle de FenTcloppée demandée. ' 

Lorsque nous traiterons du calcul intégral des équations aux dif- 
férences partielles, nous ferons voir que réciproquement toute éqimtion 
de la forme ,„> ■ 

f(*. P> ç) = °> 

est celle de la surface qui enveloppe l’espace parcouru par une surface 
courbe , constante de figure , et qui , sans tourner , se meut le long 
d’une courbe quelconque plane et horisontaU. L’objet de ce calcul 
est l’opération inverse de celle que nous venons de &ire; il consiste 
i trouver In forme de la fonction F supposée inconnue , d'après 
celle de la fonction f supposée donnée ; car, d’après ce que nous 
qvoos yu précédemment . l'équatiofs de l’enweloppe en qoaiuiiés finies 
est évidemment le résultat de l’élimination de l’indéienotinée n «nU* 

régu^iio* , , ,, . ... ..J, 

' -r. fl —•«*) ^ - (a<) 

et sa dincremielle (B), prise en regardant » comme seule variable: 
0 » étant une fonction arbitraire telle que j = et l’équation de la 
courbe quelconque borisontalc qui dirige le mouvement de l’enve- 
loppée. ^ . 

Si 1 équation 

Pt ç) = O . . . . (o) 

est donnée , c’est-à-dire , si l’on connolt la forme de la fonction f , 
il est facile de trouver (équation de la caractéristique. Pour cela , nous 
avons vu que si la différentielle de cette équation, prise en ne laiaant. , 
varier que p et ÿ , est _ 

Afp -h Çdp 3 O ,' ^ , 

:••) .-.aiius von .»q 

l'équation de k caractéristique est * j;, ui|ui ri iiAiMv; 

iW/— : . . . . ni ib uoipp*|*a 
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&bi5, «latjs le eas dont il s'agit, on peut avoir réqnaiion de la'ca- 
ractërisliquo adopendamniGut de l'équation (a) et de la forme de la 
fonction f. Eu effet , si l’on circonscrit à l'enveloppe une surface 
cylindrique horisontalc, et qui la touche en une ligne courbe, cette 
courbe de contact sera cvidcmiuent la caractéristique demandée; car, 
étant tangente à l'enveloppe , elle sera aussi tangente à deux enve- 
loppées consécutives , et elle compreudra la courbe suivant laquelle 
ces deux enveloppées se coupent. Or , l’équation de la surbee cylin- 
drique horisoniale est en général 

P = «7 , 

• ' / • ' ' ‘ 

«t étant uno constaute qui indique la direction de la surface cyKn- 
driqne :>donc la caractéristique devant se trouver sur celte surbee 
on aura pour elle celte seconde équation • ' - 

dans laquelle • est la constante dont b valeur particularise b position 
de cette courbe. ' 

En raisonnant d’une manière analogue , on trouvera que si b ligne 
qui dirige le mouvement de l’enveloppée est une courbe tracée dans 
le plan des x , s , l’équadon de l’enveloppe sera le résultat de l’élimi- 
nation des deux quantités x'.y^ entre les trois équations suivantes 

et qu'elle sera par conséquent de b forme 

» . *• • • « ■ ' * 
. P, Ç) = o . . . . {a) 

dans laquelle b fdrme de la fonction f n’est pas b même que celle 
du cas précédent. Iléciproquemeat , toute équation de b forme de b 
précédente est celle de la surbee qui enveloppe l'espace parcouru 
par une surface courbe , constante de figure , et qui , sans tourner , 
SC ment le long d’une courbe plane tracée dans le plan des x z. 
Inéquation de la caractéristique se trouve de même indépendamment 
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d« la forme de la fonction f ; car une courbe est , sur cette èur&ce 
cylindrique, parallèle au plan des x, s, et qui est circonscrite à 
l'enveloppe. Son équation est donc 

dans laquelle « est une constante qui particularise chaque caracté- 
ristique. ' 

L’équation de l’enveloppe en quantités finies est évidemment le 
résultat de l’élimination de l’indéterminée a entre l’équation 

I — « = F(x — . . . . (^) 

et sa différentielle (E ) , prise en regardant a comme seule variable. 

De même , si la courbe qui dirige le mouvement de l’enveloppe 
étoit tracée dans le plan des x , * , l'équation de l’enveloppe scroit 
le résolut de l’élimination des deux 'quantités x' ,j' entre les trois 
équadons 

p = Ft {x', y) , 

et seroit par c<»uéqaent de la forme 

9) = o • •' • • (<») 

celle de la caractéristique seroit 

9 = “î 

et l’équation de l’enveloppe en quantités finies seroit le résultat dv 
l’éliminadou de l’indéterminée » entre Téquation 

t — , = F{x, . . . . (^) 

et sa différentielle (5) , prise en regardant «.comme seule variable. 

Passons enfin au cas g_éncral. Supposons que la courbe qid dirige' 
le mouvement de l’enveloppée soit tracée sur une surface conr^ 
quelconque donnée , et dont Féquadon soir représentée par 
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r iDdiqitani une fonction donnée des trois tariablei x, y , s. L’en- 
veloppée u’a/ant aucun mouvement de rotation , chacun de ses points 
décrit le même arc d’une même courbe ; -mais cet arc ,, pour les 
diflcrcns points , est placé sans tourner, dans différentes parties de 
d’espace. Si donc on mène à l’enveloppe, et à l’enveloppée considérée 
dans sa position primitive , deux plans langens parallèles entre eux , 
ce qui donnera les deux équations 

... 

le point de contact de l’enveloppe sera celui de tous les points de 
cette surface qui dans le otouvcmcDt -viendra se roAfondre avec le 
point de contact de l’enveloppe; et les trois quantités a; — >J—y ^ 
seront respectivement égales aux trois coordonnées d’un des points de 
la surface ^ur laquelle est tracée la coiirbe qui dirige le mouvement. 
Ôh aura donc entre cCs trois quantités l’équation ' _ . ' ‘ 

■ i * • • • . 

r (æ — x', jr —y, * _ ï') = O ; 

on a d’ailleurs, par supposition' entre les trob coordonnées du point 
de contact de l’enveloppéfl J ré^uâtion 

s' = FÇx‘',y'^ 

Ces quatre équations devant avoir lieu simultanément pour tous les 
points de l’enveloppe , par conséquent pour toSis teux de l’enveloppée , 
c’est-à-dire , quelles que soient les vakurs de a*, jf ,-tf , 'd s’ensuit 
que si l’on élimine ces trois quantités, l’équation résultante sera en 
X , Z, P cl q celle de l’envehippe demandée 

Supposons que des deux premières équations et db la dernière , on 
ait tiré enp et q les valeurs de z', et que ces valeurs soient - ' 

^' = f (/>. 9) . : 

y=/{p,9). 

■ ' - *'-jsT(p. 9); 

en les substituant danà la troisième , pn trouve que l’équation de 
l’enveloppe peut toujours être mise sous cette forme 

r [x—f(p,q); J —f{p,q)i ?)] = O . . . (o) 
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dâas lAqnello.Us (voit ftmciioia l,J , j.jxt wittpoim iodépeodantet i 
*oiu lij«s.ciUre ell»s pw iui«'loi qu’U est 1 â«1c des4<i:««rir, fii 
En elFel , quelles que soient , et la nature de l’onvcloppée , et fjsüt 
de la surface sur laquelle est ^eteC' la 'courbe qui dirige le mouve- 
ment. c’est-à-dire, quelles que soient les formes des fonctions F et 
reit-Waent tiùe dé» m,» , 

des t«>U suivantes qtd Ifeüi-'iiW rcspiêrfvèSMcbî 'é^lei’,' [’P(pv ?). 
^ — /( B , q)',‘ , Ç)',' *î ' '4*^ qiÉ!côittlidi^ ioni" iiàp'po^ 

constantes , ce qui fixe lé Jjoinf Fois 'codküftffe ^^#*TrfiVÏÏojljie / 
la troisième est .aussi ncgcssaircnmnt fpqstantejl faut que si les difle- 
rcnticllcs de deux d’entre elles soin égales à zéro , celle de la troisième 
soit aussi égâle à zéro , et par cdnséqneut qurl’on ail e&'méme teras 
les trois équations 

,djc— = O 


k 


^'~.d/'{p,q).= o 

-lui xBii'moqW (.P •ii •di’.ai.,'. *icrn »»0 

il* fini d’ailleurs que céS ’troH'iéquaiions aient lieu , quelles que soient 
les valctfi» de quîMobt uirbid^ires l'dWic si entw ècir trois 

équations on éltfeWé Ife •et!'«^V‘réq«ali<«;réf»dtasae» *».iti-iia^ 


(é»! ÿ) =P‘^HP’ Ç‘¥(^p, q) 


•aprimera,. la .condition, qui lie entre ell^ 

lions f,/,^. , 

Donc si l’on a une équation dtflerences partielles du premier 

ordre de la forme 


r\x — î{p,q)i y—J{p, q')\ (p> 9 )] — ® • • • (“)» 

dans laquelle r indique' nne. fonction, quelconque donnée de trois 
quantités, mais dans laquelle les trois fonctions f, J" ^ ^ 1 satisfassent 
d’ailleurs à la condition suivante 


dj =x pdf -H qd / , 

celte équMion sera celle de la surlace qui enveloppe l’espeM pwcojira 
par Une autre surface courbe . constante de figure , et qui , sans 

8 
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tourner , se meut le long d'ime courbe quelconifue t#ac^ -rar nfte 
troisiioM surface courbe donnée ; l’équeiion de cette dernière surfeco 

^tant ’ ■ ■ . 1 ■' • ' • ■ . i • 1! ..j' . ' • i. ! 

•X ,! . i. ' ’ r a) = O, ■ • [ 

. - r I 1 , : i: > , 

f Quwit à l’équaiipn de l’cnveloppce , U est facile de la déduire do 
l’équiitian (a) de l’enveloppe supposée, donnée. En effet, l'enveloppe 
peut (oujours coïncider ,,nvec l'enycloppéc ; elle y coïncide lorsque 
pour tpns.ses poinui.on. ,a,’en| ipémç tcnisi .j , , 

• J ■ ‘I X' - ar— x''=’o ; J— j'ri: O ; r — i^=;o,’' ' ■ 

> l.... î 

ou, ce qui revient au, même , lorsqu’on a les trois équations suivantes 

^-f(p,9) = o''" ' 

• 'jfr^fkp t'q) = O 

" ■ * 

Ces trois équations devant alors avoir lieu pour tons les points de l’en- 
veloppe, et par conséquent quelles que soient les valeurs de p es 
de y;, il s’ensuit que si on Rosine entre elles, ces deux quantités p 
l’équation eu a, obtiendra tara ceUe , 

de l’enveloppée considérée dans sa position primitive. 

Celte équation étant obleune , si l’on ditninue les coordonnées s, j, ar 
des quantités respectives », <t«, •{ a , dans ^squelles ^ et <|/ représentenï 
des fonctions arbitraires, ce qui donnera ' ' 

I — «z=F(x — f«, — 4,«), 

on aura l’équation de l’cnvcloppéc transportée le long d’une courbe 
à doublé courbure- quelconque Jusqu’en- un point de cette courbo 
qui correspond i<s=^ «j 'puis i si l’dn éüaainc' uite lhe.demù fonc- 
tions <t«, au moyen de l’cquailon "x ’i > ■ ' 

la coorbo qui dirige le mouvement sera æstqétie à être sur la surlkco 
donnée j enfin , si on élimine » de ce résultat au moyeu de sa difid». 
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rentieBc pose en rc^rdom a oomrae $cnle variable « on aara en 
qaantités finies I cqvation de l'enveloppe , et par coneéquent rintégrale 
de l’éqnation (a). 

Jusqu’ici nous avons supposé que la courbe <pii dirige le mouvement 
de rcnveloppcc étoit tracée sur une surface courbe donnée ; si cettn 
courbe ctoit totalement arbitraire dans ses deuit projections , la géné- 
ration de l’enveloppe pourvoit de même être exprimée j mais elle ne 
le poorroit être indépendamment de tonte (onction arbitraire «pt’au 
moyen des diflcrences partielles du second ordre. Nous nous occuperons 
incessamment de ce genre de différences , ' et nous aurons occasion 
de traiter cette même surface d’une manière encore plus generale. 

Comme ces recherches commencent à devenir compliquées , nous 
croyons devoir les éclaircir par un cxeinple simple. 

ExanrLB. S 

Etant donnée une surface de révolution autour de F axe des z , et 
dont F équation , sera cotnme nous Pavons vu > ' 

s=n:n(*‘+>r*),- 

n indiquant une fonction donnée ,■ et une courbe quelconque étaaf 
tracée sur cette surface ; si l'on suppose qu’une sphère de rajon 
constant se meuve de manière que son centre décrive cette courbe , 
trouver F équation de la surface qui enveloppe F espace parcouru 
par la sphère j iruiépendamment de la rusture de la courbe parcourue 
par le centre. • ' ’ ■ • . • ■ ■ ’ ■ > 

Si Ton représente par a le rayon constant de la sphère enveloppée » 
Tequation de la surface de cette sphère , Considérée dans sa position 
primitive, sera 

=«>j 

M ..I I • • J 

les deux équations qui expriment que les plans tangent à la sphère 
et è l’enveloppe sont parallèles entre eux , seront 

— ^ 

^ ^ (a* — x>' — jf^) 


(<x> ) 

(telle i^'i oxpr'nie que les deux points de contact coïncideront dana lut 
i nsunt du nouTement , sera > ■ .!■ . ... 

i — a' = n[(x — + y)>] 

et éliminant ,^,2/, entre ces quatre équations, on aura l’équation 
demandée. , ' 

• _ ; il • ' !i « I 

.( Si l’on tire des trois premières les valeurs de x', s' , on trouvera 


■ !• 

■ 0^ = 


np 


. ■ < t , • 


. V^c -H é»’ -H ) 

— oq 


î . J « • 


■ '‘-/j-t- ■ I •+■ -l* 9* ) ' I ' ' • '1 '.r. ^o* 


\ * •^ -• .! • * t ' . 

donc, en faisant pour abréger , , . j. , 

i’équation de fctivcloppc dehiandée'sera ' " . ■ ’î 

. '1 ■ t'- ■' ll,\ 

Cette éipiation est de la forme de l’écpiation (a) du cas géuér<dt 
pour ce cas particulier on a 

. • -1 .• O- : f l iy 

r —°P-r -0-7.1 O i • -..J - , 1 

et en exécutant les dilTérentiations indiquées , on trouve que l’équation 
de condition' ' ■ 


a j ‘>P J <’Ç 


'!• •! /I .1 . 


«St identique. 

Actnelleraent , si l’équation aux diflcrcnces partielles que l’on vient 
de trouver étoit proposée, et s’il Cdloil en déduire en quantités finies 

- V - - ■ , i 


! 
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lea'éqnatioof de l’enveloppée et do l’enveloppe supposées inconnues , 
on auroit d'abord celle de l’enveloppéo ; en éliminant p q des trois 
équations 



■- i! f r. a 


ce qui s’exécute facilement en carrant les trois équations et ajoutant’} et 
l’on trouvcroit , . . | . 

.1 ' I ■ X* ï* = fl’ , 

on auroit ensuite l’équation de l'enveloppe en éliminant «entre l’équa- 
tion* suivante ' ^ ) • > 

■ 1 1 

(a: — «)’4-(^— n[«»-f-(e<t)’]}* = fl' . . . (/f), 

el^ sa difTércitiellc prise en regardant a comme seule variable. 

Kons icrmîuerons là ce que nous nous proposons de dire sur ' là 
génération des surfaces courbes qui peuvent être exprimées par des 
dilVcrenees partielles du premier ordre , pour passer à celles qui 
exigent des diU'érences partielles du second ordre ; mais en traitant 
de ecltes-ci , nous .aurons encore occasion de» voir un assez grand 
nombre de celles de la première espèce. 


s 


i 


r 




''j -S. X. <• ■ - . . 

\ ;■ ' .. iJ ■ .J I -■ ''.n I) I ■ J. r I , 1,1 "1 . ; 

Dâ la surface engendrée par le mouvement d'une droite qui ne evsie 
pas d'e'tre parallèle à un plan constant de position. 

Si l’on cou^t>it dans l'espace .deux courbes quelconques à double 
courbure , et qu'une droite cousiaïuincnt parallèle à un plan Hxc , se 
meuve de. manière qn’cUe s’ajqiuic toujours contre ces deux courbes , 
ce qui détenaiaexa la .nature de son mouvement: la surface couiix: 
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«ngrncli éc par la tli olie , par cela seul qu’elle résultera de celte 
géiicralioii , aura une propriété indépendante de la nature des deux 
€Ourl)os qui dirigent le mouvement de la droite , et l’expression 
analytique de cette propriété sera l’é<|uatiou générale de tontes les 
turfoccs soumises à la même génération. 

L’expression de cette propriété peut être obtenue sous trois formes 
trcs-dinërcntcs : i». elle peut ne reuferraer aucun vestige de la nature 
des deux courbes directrices ; alors elle contient dés différeuces par- 
tielles du second ordre , et elle est délivrée de tonte fonction arbitraire. 
3”. Klle peut ne renfermer des vestiges que d’une seule des deux 
directrices ; alors elle peut être exprimée en diflSrences partielles du 
premier ordre; mais elle contient une fonction arbitraire, et cela 
peut avoir lieu de deux manières essentiellement diflërentes. 3*. Einfin, 
elle peut ue renfermer que des quantités finies ; dans- ce cas , elle 
conserve les vestiges des deux directrices , et elle renferme deux fonc- 
tions arbitraires. Pious allons donner toutes ces formes dans Tordra 
suivant lequel nous venons de les énoncer.*' 

Pour abréger,., de même que noos représentonsi par p et 9 les 
diOcrences partielles du premier ordre de Tordonnée s, de manière 
que nous avons * 

di = pdx ftfr ; 

nous représenterons aussi dans la suite par r , s , t, les différences 
partielles du second ordre, de manière que nous aurons 

dp =■ rdx sdjf 
dq = sdx -t- tdf , 

où Ton voit que, comme on sait, le coefficient de <ÿ’, dans la diffé- 
rentielle de P , est le même que celui de dx dans la différentielle de q. 
On aura donc aussi 

ddi = n£r' - 4 - a sdxdj -f- 

Tant que les trois quantités x,jr, z, sont considérées comme les 
coordonnées d’une surface courbe , ce qui arrive toujours lorsqu’elles 
ne sont liées entre elles que par une seule éqnadon , deux quelconques 
d’entre elles , par exemple x tt jr , peuvent tnnjonrs être regardées 
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c«nnme indépendantes ; leurs accroissemens dx , djr, sont donc eit 
général indépendans et arbiiraires. Lorsqu’on est obligé de considérer 
plusieurs de 'ces accroissemens successifs , on est le mallre de donner 
à chacun de ceux de la même suite la valeur que l’on veut, pourvu 
qu’on introduise dans le calcul la loi qui délcnnine la valeur de 
chacun dos accroissemens de la suite. !.« loi la plus simple est de 
supposer dx <A dj constans ; et l’introduction de cette loi dans les 
calculs s^opère en faisant ddx = o , ddjr = o j c’est pour cela que ces 
dificrenccs secondes n’entreront dans les recherches suivantes que 
lorsque nous parlerons des courbes à double courbure. 

L 

La surface que nous considérons jouit évidemment de cette propriété, 
1». que si per un point quelconque de cette surface on conçoit la 
droite génératrice et un plan tangent , ce plan passera par la droite -, 
a®, que si le point se meut sur la surface , mais sans sortir de la même 
génératrice, le nouveau plan tangent, qui passera encore par la même 
droite , coupera le premier dans la génératrice elle>même. C’est celte 
propriété dont il s’agit d’avoir l’expression. 

Pour cela ,x,y,z, étant les coordonnées du point considéré sur 
la surfece , et x' ,y, z', celles du point général d’un plan , soit 

Ax! By -+- Cz' = o , 

réquation donnée du plan fixe mené par l’origine, et auquel la géné- 
ratrice doit constamment être parallèle , l’équation du plan tangent 
à la sur&cc sera , comme on sait , 

P (x — x ') 9 _ (2 _ ît ) — o. 

Si.,. par le même point delà surlàce, on mèneun pl;,a parallèle au. plan 
Gu, son équation sera,. 

A {x — xf) B {jr —y) C (a — s') = o , 

et CCS deux équations seront celles de la générotnee lorsqu’elle passe par 
le point que l’on considère. ‘ 

Si Je point de contact change de position sur la surface , quelle que 
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soit d'aillcors la direction de son mourement, le nourean plan tangent 
coupera le premier en une droite.» dont on. aura l’équation en diOë- 
rentiaiit l’équadon du plan tangent , sans faire varier ni x', ni_;-',.ni z' ; 
ce qui donnera 

(x — x') (rdx - 4 - sdj) (j — y) (^sdx tdj) = o , " 

dans laquelle la valeur de dépend de la direction du mouvement 

du point de contact. Mais si l'on veut que ce point ne sorte pas du plan, 
purallèlc au plan fixe , il faut cpie les quantités dx\ df , dt , aient' 
entre elles lu relation que donne l'éipiation de ce plan ; il faut donc 
que la diirérentielle de cette équation, prise en regardant aussi 
comme conslaus, soit satisfaite , c’est-à-dire, que l’on ait 

’i . ' 

-4dx -t- Ddj- -H C {pdx -f- qdj- ) = o , 

ce qui douue la valeur de L’intersection des deux plans tangens 

consécutifs devant coïncider avec la directrice, il s'ensuit que les 
valeurs dex',j-', ï^,‘sont les mêmes pour ces quatre équations ; or 
ces équations doivent avoir lieu pour tous les points de la surface,- 

et par conséquent quelles que soient les valeurs de x , , 2 et 

, JC Jc^ y 

Donc , si on élimine les trois quantités » — , -4 — , 

l’équation résultante * 

{Cq -4- By I — a (Cq - 4 - B (Cp A)s -t- (Cp -4- A)' t =. o 

sera aux diflcrences partielles secondes et linéaires celle de la surface 
demandée. 

Si le plan fixe avoit été parallèle aux s , on anroit en C = o dans 
l’équation donnée de ce plan f et l’équation aux différences secondes 
(inroit été 

B’ r — a ABs + A‘t = o, 

dont tous les coefiieiens sont constans, et qui, à cause de sa simplicité, 
pnroit cire celle par laquelle nous aurions dû commencer ces 
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nouvelles recherches; mais nous avons citi devoir leur donner dhs k 
présent toute la généralité qui n’augmente pas leur dilliculté. 

Les surfaces dont l'équation est aux diflcrences secondes, ont leur 
caractérisüqne comme celles du premier ordre , et l'équation de cette 
courbe peut toujours être déduite de l’équation difl'crcntielle par la 
méthode générale que nous allons exposer. 

J)e la caractéristique des surfaces dont l'éqtsation est aux dijfférences 

secondes. 

* I 

-Quelle que soit la génératrice de la surface , et quelle que soit la 
position dans laquelle on la considère , cette courbe coupe les deux 
directrices chacune en un point; par chacun de ces points menons 
è la directrice correspondante une tangente, puis concevons. pour une 
autre surface soumise à la même génération deux nouvelles directrices, 
mais qui soient telles qu’elles touchent respectivement les premières 
chacune dans le point par lequel passe la génératrice, en sorte que 
les dctix tangentes soient communes aux nouvelles directrices et aux 
premières. Cela ,p,osé , il est évident que, les deux surfaces engendrées 
se toucheront dans toute l'étendue de la gcncratrice : elles auront donc 
une ligne commune qui ne changera pas, lorsque tout ce qui par- 
ticularise une suçface individuelle, cjtrouvcra une variation, et qui sera 
par conséquent la caractéristique. Ainsi, pour avoir l'équation de cette 
ligne commune , il faudra différentier celle de la surface , en ne faisant 
varier que le paramètre dont la valeur particularise la surface in- 
dividuelle. Mais la ligne commune étant une ligne de contact 
dans toute son étendue , les cinq quantités si, y, s, p, q , ont les 
mêmes valeurs pour les deux surfaces , et nè varient pas lorsque ce 
paramètre change; les trois autres quantités -r, s, t, sont donc les 
seules qui en dépendent. Donc, pour diflérenticr l’équation de la suriace 
en ne faisant varier que le paramètre, il faut la différentier d’abord 
en ne &isant varier que r, s , t. Soit cette différentielle 

Bdr-hSds-+-Tdt=^o. • 

Comme les quantités p et q sont les mêmes pour les deux surfecès, 
leurs différentielles prises de la même manière doivent aussi être nulles; 

9 
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ce qui donne 


_ drdx dsdf = O 
dsdx -f- dtdj = O, 


EuUn , ces trois équations devant avoir lieu dans toute l’étendue de 
la ligne de contact , et par conséquent quelles que soient les valeurs de 
dr dt , . . 

-JJ et -JJ , SI 1 On éliminé ces deux quanUtes entre les trois équations , 

on aura pour équation générale de la caractéristique d'une surface 
dont l’équation .est du second ordre 

Rdj ' — Sdjfdj’ -t- Tdx' = o. ' ■ 

Celte équation étant du second degré algébrique par rapport k 

, il s’ensuit qu’en chaque point de la surface on a deux valeurs de 

pour la caractéristique qui passe par ce point ; la caractéristique 

a donc deux tangentes différentes en ce point , qui est par conséquent 
un point double de cette courbe. 

Dans tous les cas où l’équation qu’on vient de trouver a deux facteurs 

dy ' 

rationnels linéaires par rapport k - jj , U y a deux caractéristiques 

indépendantes , et dont on peut avoir les équations individuelles ; 
mais , dans le cas général , ces deux caractéristiques sont les deux 
branches d’une même courbe , et ces branches se coupent toujours 
dans le point que l’on considère sur la surface. 

Dans le cas particulier da la surface dont nous nous occupons , 
on a 

^ = (C’9 -t- ■®)‘ . , , 

S — — a ( Cq -+-£)( Cp A) 

T={Cp-^Ay , 

l’équation de la caractéristique est donc 
{Cq -^BYdj'-^:i{Cq-\-B) {Cp -^A)dj:djr-^{Cq-^Âydx' = o , ' 


J 
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qui peut être Bjisc sous ^ forme ^ 

^Adx Bdy ^ Çd*)'. TTiO. t 

Cette équation a deux facteurs ratioqncls linéaires , mais ces deux 
facteurs étant égaux, il s'ensuit 'que les deux caractéristiques coïn- 
cident partout , et ont pour équation cpmmune 

Adx Bdjr -4- Cdi = o , 

dont Fintégrale «M 

‘ ' Âx ffjr X- Cz = a , ■ 

dans laquelle « çst la constante qui, yariant d’une cat^c^ristiquç à 
une autre , détermine la position de celte courbe. Cette équation est 
cal]e d’un plan parallèle au plan Gxe, et qui coupe la surface dans 
la génératrice ; ^opc Ja caractéristique ri’est aqtre choM que ’la ^énél 
ratrice cUe-mOnte'. 

■ ' . . . ■ 

' Pour trouver les deux équations aux différences partielles du premier 
ordre, concevons par tin point quelconque de la surface, t®. un" 
plan tangent; a», un plan parallèle au plan fixe; les équations de 
ces deux plans seront 

p(x — /)— (z-.l')=:o 

y/ (x — a') -4- fi (j — j') C (s — z') = O 

Cela posé , il est évident que si le point se meut sur la surface , 
ce qui changera la position du, plan tangent , tant que ce poipt ne 
sortira pas du second plan , les deux plana se couperont dans une 
même ligne droite. Il s’agit donc d’exprimer que si le second plan 
est constant, la droite d’intersection sera aussi ooustunte. M»:<f cette 
droite se trouvant sur un plan constant, sera eUe-même consume, 
si une seule de ses projections l’est : donc U suffira d’exprimer qu’une 
des projections de la droite, et le second plan, sont en même tems 
constans de position. 

Le second plan sera constant de posiüon, si la quantité 

est constante. Eepiésentona celte quantité p«», ce quidotweM > 

• =‘Ax ■+• Bj -t- Ct. "■> 
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On anm l’équation de la projection de la droite sur le plan des 
X, Z, en éliminant entre les équations des deux plans j cette équation 
sera 

x> = llî' + v, - ^ ■ 

dans laquelle on a 

C.7 “f- ^ ’ 

_ B(z—px — (ir) + *^ 

” Bp — Aq 

Donc il faut que a étant constante , les deux quantités ^ et y le 
soient aussi toutes deux; or, il y a entre <£,0',y une relation teUc que 
si deux d'entre elles sont constantes, la troisième l’est aussi néces- 
sairement, puisqu’on faisant d» = o et d^ = o, on a rfy = o; ce 
qu’il est facile de vérifier par la différentiation : donc il suffira rf énonedr 
que de ces trois quantités , deux quelconques sont constantes ensemble 
et variables euseniblc, cl par conséquent fonctions lune de loutre j 
jjonc , une des équations aux différences du premier ordre sera 

J ... 

= 9 -^r Bj •¥■ Cz]. 

Bp — A(j 

En opérant d’une manière analogue sur les deux autres projections, on 
auroit trouvé les deux nouvelles équations 

1 

.... 

dont xine quelconque «rt une suite nécessaire des deux autres ; ainsi 
deux de ces trois équations, les deux premières, par exemple, seront 
aux différences partielles du premier ordre , celles de la surface de- 
uundée. 

Si l’on ingarde les fonctions ♦ , «l» , » comme arbitraires , c’est-a-dire , 
comme susceptibles de toutes les formes possibles, chacune des trois 
dernières équations est de la même généralité que ceUe aux différences 



t 
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srcoudes , et deux qnelconqnes d’entre elles en sont les intégrales 
premières. 

Si l’une quelconque des trois cqnauons aux dlfiTcrcnces partielles’ 
premières que l'on Tieutde trouver ëtoit proposée , soit que la fonction 
f&t donnée , soit qu’elle fût arbitraire , et s’il falloit trouver l’équbtion 
de la caractéristique de la surface courbe à laquelle elle appartient^ 
jV iandroit, comme nous l’avons vu.r dilférentier cette équation en 
regardant /> et ^ comme seule variable ; ce qui dqnncroit un résultat 
delà forme Pdp -t- Çd</ = o , ot^l’équaiion Pdr — Qdx=.o scroie 
L’équation demandée. Or,. si l’on diQ'érciftie de cetlu manière chacune' 
de ces trois équations , on trouve également pour cbucuné d’elles 


P Cq B , -~Ç> = Cp A i 

donc, l'équation de la caractéristique est indifféremment pour les trois' 
équations 

CCi? B') djr {^Cp ât:ç = o’,. 

60 , ce qui revient an méme^ - ♦ , _ . , 

‘ Adx -^Bdy -^Cdi " 

la même que celle que nous avons trouvée pour l’équation aux diîf^ 
fércuccs secondes.- ' 

_ ni.. 



Enfin, pour trouver en quantités finies l’équation de la surface, 
il faut observer que si le point que l’on considère se meut sur la^ 
surface de manière qu’il reste toujours dans le même plan parallèle 
au plan fixe , il se mouvra en ligne droite , c’est-à-dire , qu'il restera 
toujours dans un autre même plan mené par l’origine. Soit 

S = atc ■+■ by 

Téquatibn de ce dernier plan'; il faut donc qne si la quantité 
Ax -4- ^ + Cs 3= « est constante , ce qui exprime que le point 
reste dans le même plan parallèle au plan fixe , les deux autres 
quantités <i et é soient tomes deux constantes : donc ces deux 
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<l«amit& doivent être chBCtme one fonction de «; donc, l’équation 
demandée est 

I = Xf (ÂX -i- Bj-t- Cz) •+“ Jlj/ (^x -+- + Cz), 

dans laquelle les fonnes des deux fonctions e et 4’ sont arbitraires , et 
ne sont pas les mêmes que celles des fonctions que sous avons repré* 
semées par les mêmes caractères dans les équations aux ddEérenoes 
premières, quoiqu'elles en dépendent. 

Cette équation est de la même généralité que l’équation aux dif- 
férences secondes, et que chacune des trois aux .différences premières , 
et elle est leur inlégrale finie commune. ' “ ■ • » 

• ' ■ IV. 

Deux courbes à double courbure quelcottque étant données dans 
[espace, trouver parmi toutes les surfaces engendrées par le 
mouvement d’une droite qui reste constamment parallèle à un 
plan fixe , celle qui passe en même tems par les deux courbes. 

La question consiste évidemment à déterminer dans l’équation 
générale de ces surfaces 

Z = xt (Ax -i- ^ Cz) 

les formes des deux fonctions arbitraires e et i)/, pour que celte équa- 
tion devienne celle de la surface individuelle demandée. 

Soient ■ ■ • 

F(_x,j,z) = o . . . . . (jf) 

f *) = ° W 

• les deux équations données de la première courbe , et 

= o (C) 

f{x,jr,z)=zo (D) ► 

celles .de la seconde; si l’on (ait ' ' 


.dx + Bp «t» Cï = o . . . . (È'j 
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1 équation générale de la surface deviendra 

. / 

Z =z .... (F) 

Cela posé , la surface devant passer par la première courbe , les quatre 
équations (B), (E), (F) doivent avoir lieu entre les coordonnées 
de chacun des points de cette courbe j donc , éliminant entre ces 
quatre équations les trois quantités z, on aura en u, pu, 

une première équation 

r (u, pu, fu)=:o . . . (G), 

à laquelle les formes des deux fonctions a et doivent satisfaire pour 
que la surface passe par la première courbe. 

De même la surface devant passer par la seconde courbe, si entre 
les quatre équations (C), (D), (E), (F) on élimine les trois coor- 
données x,j', Z, on aura une seconde équation 

r (u,pu, +n) = O . . . (ff) 

à laquelle les formes des fonctions e et doivent satisfaire ~pour 
que la surface passe par la seconde courbe. Donc, d’abord si des 
deux équations (G), (ff) on tire les valeurs de eu et d'n en u, on 
aura la forme de cbacune de ces fonctions ; mais sans faire cette 
opération qui suppose la perfection de l’analyse , si , entre les quatre 
équations (E) , (F) , (G) , (ff) , on élimine les trois quantités u, su, <lu , 
on aura en x, jr, z nne équation délfvréc de tonte fonction arbi- 
traire , et qui sera celle de la surface individuelle demandée. 

Cette manière de déterminer les formes de deux fonctions arbi- 
traires s’applique à tous les cas où les deux fonctions f et 4 
composées de la même quantité. 

I • 

Deux surjaces courbes étant données , trouver parmi toutes les surjaces 
engendrées par le mouvement J' une droite qui reste constamment 
parallèle à un plan fixe , celle qui embrasse ces deux surfaces , 
c'est-à-dire , qui les touche toutes deux suivant une ligne courbe. 

La question sera évidemment réduite à la précédente , si l’on trouve 


* 
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sur chacune des surfaces Années sa courbe de contact avec la sorfaoe 
demandée. 

Soient ‘ * 

J, ») = O . . , . . 

f 2) = O . . .. . {B) 

les équations des deux surfaces données. Pour tous les points de la 
ligne de contact de la première surface , les valeurs des quantités 
X, J, Z, p,q,r, s, t, sont les mêmes, soit que ces points soient 
considérés sur la surface donnée, soit qu’ils soient regardés comme 
appartenant à la surface demandée. Si donc, en diÜ'ércnliant l'équa' 
tion (A) on tire les valeurs de p, <j, r, s , t, en x, j-, z, et si l’on 
représente ces valeurs respectivement par P, Ç , B , S , T, ias 
points de la ligne de contact seront ceux pour lesquels on aura en 
I, J', 2, P, Qt R, S, T, l’équation aux diU’ércnccs secondes de la 
surface demandée ; donc la seconde équation ic cette ligne de 
contact sera 

{CQ-^B'/R^:i(CÇ^B)(CP.*.A)S-^{CPH-AyT^o . , , (.C), 

De même si par .la difTéreiitiatiou de l’équaûon (B) de la second^ 
surface donnée on tire les valeurs àcp,q,r,s,t, et si l’on repré.- 
sente CCS valeurs respectivement par P, Q, R, S , T, l'équation 

(CÇ'+B)'R'—3{CÇ’-hB){CP-^A)S>^{CP'-\-A)^T'=o . . . (D) 

sera celle de la ligne de contact de la seconde surface. 

Actuellement que nous avons pour cfaitcune des lignes de contact 
deux équations , «n opérant sur ces équations comme nous l’avons 
fait dans le cas précédent sur {A), (B), (C)j (D), on aura l’équation 
.de la surface demandée. ^ 

Lorsque la projection horisontale du vide d’une vis à jour n’est 
pas circulaire, les faces supérieure et. inférieure de la couri)e ram.- 
ponte sont des cas particuliers de la surface dont nous venons de 
«ous occuper; cor elles sont engendrées diacune par le mouvement 
d’une droite qui , étant constamment horisontale , s’appuie toujours 
.contre deux courbes données. 
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§. XL 

r 0 

De la surface engendrée par le mouvement d’une droite qui patte 
> toujours par l’iuc des z. 

Deux courbes quelconques à double courbure étant données , si l’on - 
conçoit qu’une droite qui passe constatnmenl par l'axe des z, se meuve 
de manière qu’elle s’appuie toujours contre ces deux courbes , elle 
engendrera une surface qui, par cela seal qu’elle sera'sOunuse à cette 
génération , aura des propriétés générales , et dont il s’agit de trouver , 

1 °. l’équation aux différences secondes; a». -les deux équations aux 
différences premières; 5“. l’équation en quantités finies , quelles que 
soient d’ailleurs les deux courbes qui dirigent le mouvement de sa 
génératrice. 

I. 


Par un point quelconque de la surface, ayant mené, i°. un plan 
lAugeut; a°. un plan par l'axe des z , plans qui se couperont Suivant 
une des positions de la génératrice , et dont les équations seront 

/)— (z — a')=o ' 

' J — ^(j — r') = O , 

- '? ■ r } 

si l’on cuniçoit que ce. point change de position sur la surface , sans 

cependant sortir du second plan , le nouveau plan tangent coupera 

encore le premier suivant la piémc droite. 11 faut donc que dans ces 

deux équations les coordonnées jo', y, z', de la droite d'intersection 

ne changent pas lorsque celles x,jr,z,da point de la surface changent, 

c’est-à-dire , que les différentielles de ces équations , prises en regardant 

x', y, z', comme constantes , aient encore lien ; ce qui donne 


(rdx (x — (sdx-t- tdjr) (jr — y) = o . . . (i) 

x^djr = fdjc 


d'où 


dr y 

^ mais l’équation^ — y=: 


— (x — 3^') se réduit ii 

X ^ » . 


lO 
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xy = x^j- , elle donnera donc 


= X =5 ^ 
~â? X dx 


Snbstitnant dans Féquation (i^ cette valeur, et pour 


son ^expression , on aura 


rx* 4* a sxjr •t-ty* = o 

pour l’équation de la surface demandée. 

Mous avons vu que si la dilTorentielle de l’équation aux düTérences 
secondes , prises en regardant r, s , t, comme seule variable est 


Bdr+ Sds 4* rdlf = o , 

l'équatitm de la caractéristique est 

Rdy — 3 Sdxdj 4- Tdx* = o j 

donc, dans le cas présent, l’équation de cette courbe sera 

x^dy — a xj dxdjr 4* = o. # 

Cette équation a les deux facteurs rationnels égaux xdf—jrdx = o, 
dont l’intégrale y = >x est l’équation d’un plan mené par l’axe des z ; 
« étant la constante arbitraire qui particularise la position de ce plan. 
Donc les deux branches de la caractéristique se confondent, donc 
cette ligne étant l’intersection de la snr&ce avec le plan vertical mené 
par l’axe des s , n’est autre chose que la droite génératrice elle-même. 

II, 

Le plan tangent et le plan mené par l’axe des z , dont les équations 
sont 

p(x — x')4-ÿ(J'— y) — (s — *') = o - 

x'y — xj'=:o 

se coupant dans une droite qui ne change pas de position quand le 
point de contact se meut dans le second de ces plans, c’est-à-dire. 


quand la quantité -y est constante , U fout que dans la même hypo- 
thèse deux quelconques des trois projections de cette droite soient 
constantes. Or si l’on élimine snccessirement x', y, z', entre les 
équations des deux plans , ou trouve que les équations de ces trois 
projections sont 

7^ (px ijj) = t'j- — jr (z — px — qjr) 

^{/^ + <}j) = t'x — x(z — px — qj) 
ÿy — xjr'=zo 


et ces trois projections seront constantes en même tems que — , si 


les trois qnanütés ^ ^ z—px~qjr^ sont aussi 


,üiés 

.1 ■ !• y * 

constantes , il font donc que ces trois dernières quantités soient fonc- 
tions de-^- Mais de ces quatre quantités, si trois sont constantes, 


la quatrième 'est aussi constante , puisque si de leurs quatre diffé- 
rentielles trois quelconques sont supposées égales à *éro , la quatrième 
l’est aussi : donc il suffira d’énoncer que des trois dernières quantités 


deux quelconques sont fetnetious de ; donc enfin les équations 


wk>Q .fr. ■■ 






‘lîn 

px + «y = '• ‘ 


■px-qj= , (X) 


dont les deux premières se réduisent évidemment à une seule , sont les 
deux équations aux différences premières de la surface demandée. 

Si les fonctions ♦ , 4 » sont arbitraires ^«chacune de ces équation* 
est de la même généralité que l’équation aux différences secondes , et 
en est une intégrale première. 

Si , ponr trdnver la caractéristique d’après une des équations anx 
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dUTércnccs premières , on difTéremie c«ue équation en regardant p tlq 
comme seules yariables, on trouve également pour chacune des trois 

équations ^ 

xdp -^y-dq = O ; 

l’équation de la caractéristique est donc 
xdjr — ydx — o 

comme on l’a trouvé d’après l’équation aux difTércnces secondes. 

III. 

La génératrice de la surface étant constante de position quand le 
plan mené par l’axe des z , et dans lequel elle se trouve toujours , est 

fixe , c'est-à-dire , quand la quantité est constante ; il est clair que, 

dans la même hypothèse , une quelconque des projections de cette 
droite sur les plans des or, s, et des_y, z, est constante. Or les équa- 
tions de ces deux projections sont nécessairement de cette forme 

Z — yX fi , Z = -f- ; 

donc il faut que dans l’une ou dans l’autre de ces deux équations les 

y 

quantités fi, y, t, soient constantes quand est constante, et que 

par conséquent elles soient fonctions de cette dernière. Donc une 
quelconque des deux équations suivantes 

P 

est en quantités finies celle de la surface demandée. 

Si les trois fonctions e , 4 > « , sont arbitraires , ces deux équations 
sont absolument équivalentes , et chacune d’elles est de la même 
généralité que l'équation aux différences secondes . et qne chacune 
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de celles aux dilTérences premières, et -est leur intégrale finie com- 
mane. Cas deux équations ponvoient se déduire des trois équatioiu 
aux difiërenccs premières , par le moyen de l’élimination des quan- 
tilés P q. I ■ 

Des deux formes que nous venons de trouver pour l'équation 
demandée, aucune n’est symétrique, il n’y a que'lenr système qui le 
soit. Cela vient de ce que les équations des trois projections de la 
génératrice n’étant pas de la même forme , puisque la projection sur 
le plan des x , jr , passe par Tori^ne , tandis que les deux autres ny 
passent pas ; nous avons employé la première avec une quelconque 
des deux autres pour déterminer le lieu de la génératrice. Si l’on 
employoit les deux dernières projections J le résultat seroit symétrique : 
en effet, les trois quantités |3, y , J, sont telles que sj l’une est cons- 
tante , les deux antres le sont anssi ; et cela doit avoir lien , quelle 
que soit la valeur de cette première : 'donc l’équation demandée est 
le résultat de rclimination de l’indétcrmince j3 entre les deux équa- 
tions suivantes ' 

s " ^ ri" 

Ce résultat est symétrique, mais a l’inconvénient d’éire représenté par 
le système de deux équations , tandis qu’il peut l’étre putr une seule 
de deux manières différentes. • - 

Au reste , quoiqu’on regarde ordinairement comme moins simples 
les résultats représentés par le système de plusieurs équations, entre 
lesquelles il faut éliminer des indéterminées, nous aurons occasion 
de voir par la suite que dans un grand nombre de cas ils ont l’avantage 
de rendre plus sensible la génération des surfaces qu’ils expriment, 
et de conduire à des constructions plus: élégantes. ' . - 
La surface n'ayant qu’une seule caractéristique, ou, ce qui revient 
au même , les fonctions aibilraires qui entrent dans ses différentes 
équations , étant tontes composées de la même quantité , s’il ctoit 
* question de trouver les écpatious de la surface individuelle qui passe 
par deux courbes données , ou de celle qui embrasse deux surfaces , 
courbes données, eu les touchant chacune suivant upe ligne courbe, 
on Je feroit par le procédé que nous avons exposé en parlant de la 
coriace précédente. .... 


t 
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Noos termlneroiu en faisant observer que la surface du biais passé 
et celle, de l’amère voussure de Marseille, dont nous nous sommes 
’occopés dans la coupe des pierres , sont l’une et l’autre un cas parti- 
culier de celle dont il s’agit ici ; car elles sont toutes deux engendrées 
par le mouvement d’une droite qui passe toujours par l’axe de lu 
porte , et qui d’ailleurs s’appuie dans son mouvement sur deux 
cintres donnés arbitrairement. 


§. XII. 

. " ’ l 

, DES SURFACES DEVELOPPABLES. 

Les surfaces développables sont celles qui , étant supposées flexibles 
et inextensibles , sont de nature à pouvoir s’appliquer sur un plan , 
au moyeu d'une simple flexion , et le toucher alors dans tous leurs 
points , sans rupture et sans duplicatnre. Les surfaces cylindriques 
à bases quelconques , et les surfaces coniques , sont développables ; 
mab elles ne sont qu’un cas infiniment particulier de ce genre de 
surfaces , qui ont toutes un caractère commun ou une propriété exclu- 
sive. C’est ce caractère ou cette propriété dont nous nous proposons 
de trouver l’expression analytique , 1°. en différences partielles du 
second ordre ; a», aux ditt'érences partielles du premier ordre ; 5 *. en 
quantités finies. 

On sait qu’il faut trob conditions pour fixer dans l’espace la position 
d’un plan , et que ces trob condiüons servent à déterminer les trois 
constantes B, C , qui entrent dans l’équation du plan. Si de ces 
trob conditions deux étant supposées invariables , la troisième est 
regardée comme pouvant varier suivant une certaine loi; par exemple, 
si dans Fexpression de cette condition entre une certaine quantité « 
susceptible d’avoir toutes les valeurs possibles : tant que cette quantité 
aura la même valeur , la position du plan sera fixe dans l’espace ; ' 
, et quand a. variera , la position du plan changera. Supposons donc 
que la quantité.^ prenne successivement toutes les valeurs possibles 
depub — 00 jusqu’à - 4 ~ oo , on aura une suite infinie de plans diffé- 
xens , (|ui tous satisferont aux deux conditions invariables, et qui ne 
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dilTéreront entre eux que par' la irobième condition. Cela posé , 
Tenveloppe de tous cci plans , c'est-à-dire , la surface qui termine la 
partie de Fespaco qu’ils occupent, sera en général une surface déye- 
loppable. Avant que de le démontrer , éclaircissons ce qui précède 
par quelques exemples. 

I*. Soit donnée une courbe à double courbure quelconque , dont 
les équations soient représentées par , jr=/z, f et/* indiquant 

des fonctions données. Si sur cette courbe on considère uirpoint pour 
lequel on ait s = « , les deux autres coordonnées de ce point seront 
X = fa , = f». Cela posé , si l’on conçoit par ce point le plan 

normal à la courbe , ce plan sera déterminé de position -, car il passera 
par un point déterminé, ce qui est une condition; puis il sera normal 
à la courbe , ce qui équivaut aux deux conditions de passer par deux 
normales différentes. Les trois constantes A , B , C , qui entreront 
dans l’équation de ce plan seront donc déterminées ; mais en général 
elles seront toutes trois des fonctions de a. En effet , si l’on donne 
k ■ une autre voleur , c’est-à-dire , si l’on considère un nouveau point 
de la courbe , la plan aonnai qui . passera par ce point ne sera pat 
parallèle an premier; les trois coefficient wdi, S^C , de son équation 
n’auront donc pas les mêmes valeurs que pour le premier : donc ces 
coefficient varient quand la quantité a varie , donc ils sont en général 
des fonctions de Actuellement si l’on donne à a. toutes les valeurs 
possibles, c’est-à-dire, si l’on opère de la même manière sur tous 
les points de la courbe , on aura une suite infinie de plans différens 
qui satisferont tous à la condition double d’être normaux à la courbe; 
et l'enveloppe de tous ces plans , c’est-à-dire , la surface qui termine 
la partie de l’espace qu’ils occupent , sera en général une suris ce 
développable. Proposons encore un autre exemple. 

a*. Deux surfaces courbes étant données, si l’on se proposoit de 
mener un plan tangent an noême tems à ces deux surfaces, la qnestkm 
ne seroit pas déterminée , parce qu’on n’indiquaroit que deux ccmdi- 
tioDS pour ce plan , qui pourront encore sttis&ire à une troisième 
condidon arbitraire, comme, par exemple, de passer par un point 
donné. Supposons que ce point soit pris sur une droite donnée de 
position , et corresponde sur cette droite à s =3 a. Tant que la valeur 
de « setra k même, c’est-à-dire, tant que le point de k droite par 


" J*. 
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Icfjncl doit passer le plan tangent aux dent snrfaces sera le même, 
ce plan tangent sera fixe; mais si ce point vient à changer de position 
sur la drvntc , c’est-à-dire , si a varie , le plan tangent aux deux sur- 
faces ne sera plus le même. Cela posé, si l’on donne successivement 
à « toutes les valeuw possibles depuis « = — ® jusqu’à a = + oo , 
c’est-à-dire , si par tous les points de la droite donnée on conçoit 
des plans taugens en même tenis aux deux, surfaces, on aura une 
suite infinie de plans dilTérens ,- qui satisferont t6us à deux conditions 
invariables, et l’enveloppe de tous 'ces plans sera en général' une 
turl'ace développable. 

Il n’est peut-être pas inutile d’observer ici que chacun des deux 
exemples que nous venons de rapporter présente une définition com- 
plète des surfaces dont il s’agit ; en sorte qu’il n’y en a aucune qui 
ne soit comprise en même teins dans J’une cl dans l’autre de ces 
deux définitions. 

L’enveloppée étant ici un plan variable de position , il est clair qne 
la caractéristique de l’enveloppe, c’est-à-dirc , l’intersection de deux 
enveloppées consécutives est une ligne droite ; ainsi l’enveloppe de- 
'mandée est engendrée par ie mou\x:raont d’une ligne droite : mais 
déplus, deux caracl»n$|iques consécutives étant toujours sur. une 
'même enveloppée , il s’ensuit que de toutes les positions de la droite 
génératrice , deux quelconques consécutives sont dans un même plan , 
et se coupent quelque part en un poim. La suite de -ces points d’in- 
tersection consécutifs forme une arête de rebroussemem à double 
txmrbnrci à laquelle la génératrice est constamment tangente. Les 
mrlâces dont nous nous occupons peuvent donc être cucorc regardées 
comme engendrées par le mouvement d’une droite qui ne cesse pas 
d’être tangente à une même conrbe à double courbure , et cette 
définition qui les comprend encore toutes , est de la même généralité 
que les deux premières ‘ qne nous avons déjà données. Faisons voir 
-actuellement que ces surfutes sont développables. 

Deux raractéristiquès consécutives étant toujours dans un même 
plan , l’enveloppe demandée peut toujours être regardée comme 
composée d'élémens plans d’upe longueur indéfinie, d’une largeur 
infiniment petite , cl qui se coupent consécutivement en lignes droites. 
Cela posé, on ]>eot tonjouni concevoir que le premier de ces élément 
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tourne autour de sa droite d’intersection avec la seconde , coinine 
cbarnÜTC, jusqu’à ce qu’il soit dans le même plan que le second; 
puis , que le système des deux premiers cléraens tourne autour do 
la droite d'intersection du second et du troisième , jusqu’à ce qu’il 
soit dans le même plan que le troisième , et ainsi de suite. Si l’on 
conçoit que teette opération : soit continuée pour tons les éléracus, 
il est évident qu’ils seront alors dans le même plan , et que la surface 
sera développée sans rupture et sans duplicalurc. 11 s’agit actuellement 
.d’avoir l’expression anafyü^c de cette propriété. 


Les surfaces développables pouvant être regardées comme composées 
(d'élémens plans d’une longueur indéiiiiic , il est clair qu’elles jouissent 
de celte propriété, que les coordonnées : du point de contact 

peuvent varier sans que le plan langent diange de position. Cela 
posé, si l’on ordonne l’équation du plan tangent par rapport aux 
coordonnées a-', j', z' du point général de ce plan, on aura ' 

z' = ff/ -[• Z — px — çj- ; 

il faut donc que les coordonnées x , jr , z puissent varier , sans qu» 
les codlicicns P , q ,z — px — çy- de l'équation du plan tangent varient, 
c’est-i'i-dire , que les difl'ércmiellcs de ces trois coefliciens doivent être 
en même tcnis chacune égale à zéro. Or , si les dilVérentielles de deux 
quelconques de ces trois quantités sont nullcs , celle de la troisième 
est aussi nulle ; ce qu’il est facile de vcrilier par la dilTércntiation. 
Donc , en égalant à zéro les ditl'ércnliellcs des trois cocdiciens , on 
n’a que les deux équations 

rdx sdj- = o , sdx -j- tdy = o , 


dans lesquelles la valeur de indique la projection sur le plan des 

x, de la direction du point de contact. Ainsi, dans toute surface 
développable, et pour chacun de ses points, U existe une valeur do 
dy . . . 

qui satisfait en même tems aux deux équations précédentes. 


Il 



» 
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Ces deux éipatlous duivcnt donc avoir lieu , quelle que soit ceit» 

valeur : donc , si l’on élimine le résultat de l’élimiiiatiou , 

ax 

ri — J* = O 

sera aux différences partielles secondes , l’équation générale des snrÉices- 
développables. 

Nous avons vu qu’étant proposée une équation aux différences 
partielles secondes , si sa différentielle , prise en regardant r ^ s r e 
comme seules variables, est > 

ndr-^Sds+TJc:=o, 
réquaiioo de la caractéristique de la surface est 
Rtij-' — Stlxdjr Tdjc' = o. 

Or, dans le cas présent , nous avons 

Jt=t, S = — 3S, T = r-, 

donc, l’équation de la caractéristique des surfaces développables estr 
rdx' + a sdxdjr + tdj' — o-, 

mais parce que l’on a s = ^rt, cette équation est un carré parfaiii 
dont la racine- est 

dx 'Z r-\-djZ^ — ^i 

donc , dans les surfaces développables , pour chacun de leurs points ,. 
les deux branches de la caractéristique se confondent et se réduisent 
à une seule. Oc plus , l’équation I 

rdx' + 3 sdxdjr + tdj^ — o | 

est la même que celle-ci 

ddz = o 

qui appartient en général à un plan. Donc , la caractéristique dés 

surfaces développables est une ligne plane. Noos allons voir , dans I 

I 

I 
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an moment , qne c’est nue ligne droite <]ui n’est antre chose que la 
génératrice elle-même. 

II. 

Le point de contact pouvant varier sur les suriaces développables 
sans que le plan tangent change de position, 1rs trois coefTiciens 
p, (j , Z — px — qy de l'équation de ce plan sont donc constans 
ensemble et variables ensemble : ainsi , l’un quelconque d'entre eux 
est une fonction des deux autres. IVIais nous avons vu que si deux 
de ces coefTiciens sont constans , le troisième l’est aussi : donc , dans 
les surfaces développables , si un de ces coefTiciens est constant , les 
deux autres le sont aussi; donc, deux quelconques d'entre eux sont 
fonctions du troisième ; donc deux des trois équations 

p=z<f(z—px — qy), 
q = ^(z—px — <iy), 
p = ^ç 

dont une quelconque est une suite nécessaire des deux autres , sont aux 
diiférences partielles premières celles des surfaces développables. 

Si les fonctions ^ , 4 • ^ sont arbitraires , chacune de ces trois 
équations est de la même généralité que celle aux différences secondes 
rt — J* =o, et en est l'intégrale première. 

Il suit de là que l’équation aux différences partielles du premier 
ordre 

dans laquelle F indique tme fonction quelconque de trois quantités , 
appartient en général à une surface développable. Il est facile de 
vérifier que les équations que nous avons trouvées pour les surfaces 
cylindriques , pour les surfaces coniques , et pour les enveloppes de 
surfaaes coniques dont le sommet se meut dans un plan horisontal , 
sont comprises dans la précédente ^ et que les surfaces auxquelles 
elles appartiennent sont par conséquent développables. 

Si l’une des équations aux différences partielles que nous venons 
de trouver étoit proposée , par exemple 
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et s’il falloit trouver Icquatlou de rar/io de rcbronsscmcni de In- 
surface à laquelle elle apparlieul , il faudroil d’abord trouver l’équatiuiti 
de la caractéristique , qui , en faisant </. nq = wV/. dq , cot 

pdj- + dxrdq = o , 

•t éliminer p et q cuire ces deux équations et la suivante 
(k pdx + qdj-. 

Mais ces trois équatiojis ne renferment que les cinq quantités />, q ,• 
dx , dj , dz : donc quelles tpic soient les formes de la fonction v' 
et du cocflicicnt tr' de sa diùëreutielle, lorscju’on aura éliminé les deux 
premières quantités p, q, le résultat ne sera composé que des trois' 
dernières : donc, l’équaliou aux différences ordinaires de l'aréle 
pebroussement est uéccssaircmcut de lu forme suivante 

f ((/.t, dj , dz) = O. 

Nous verrons , par la suite , que réciproquement tonte équation 
aux différences ordinaires de celte forme , c’est-à-dirc , dans laquelle il 
n’entre que les quantités dx , dy, dz, est toujours celle de l’aréie de 
rebroussement d’une certaine surface, développable , dont la nature 
«St déterminée par ht forme de la fonction donnée f. 

nr. 

Üne surface développable étant l’enveloppe de l’espace parcouru’ 
par un plan dont la position varie eu vertu de la variation d’une 
seule dés trois conditions qui la détermineut, cl par conséquent de» 
trois constantes qui etilrent dauS l'équation de ce plan j deux quel- 
conques étant toujours fonctions de la troisième , il s'ensuit que cette 
équation peut toujours être mise sous la forme 

3 = " 4 “ “ (-'^) 

dans laquelle la quantité a qui détermine la position du plan est 
constante pour la même position , et variable d’une position à une 
autre. Si , considérant cette écpiatiou comme celle d'une enveloppée , 
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6n Irulifïdrcnüe dcax fois tlo suite eu rtjjariiunt << conitoe seule varl<il;le, 
0a aura 

a-'V « +J'4' a + ' = ® • (fi) - 

O , . . . (O) 

Cela pose-, i“. regardant « comme uuc iiulétermluée dont la valeur 
tariidilc est indiniéreiue , le résultat de l'élinrinalicin de cette quamitû 
entre les deux équations (^) , (/i) sera eu quantités Unies l'équation 
générale des surfaces développables ; eu sorte que si les deux fonctions 
<}> et 4 sont regardées coinnic arbitraires , le système de ces deux 
équaliuus est de la même généralité que l’équation aux dliTcroUces 
portielb^s secondes rl — s* = o , et que chacune des équations aux 
dilTérouccs premières. ■ ^ . 

a“. Regardant x comme une constante arbitraire qui doive .subsister, 
les deux équations (S) sont celles de la caractéristirpie de la 
surface , ligue dont la position est déterminée par la valeur de la 
constante «. Des deux érpations , (B) , la première est celle d’un 
plan , la seconde est celle d’une droite tracée sur le plan des x , j\ 
Donc , la caractéristique est une ligne droite , et n’est autre chose 
que la génératrice elle-même. ^ t 

3". Enfin, regardant encore a comme une indéterminée, si l’on • 
élimine cette quantité entre les trois, équations (->4), (B), (C), il 
résultera en x, j-, z deux équalimu > qui seront celles de l’aréte de,\ 
rebroussement de la surface. , 

îfous avons vu que les surfaces développables sont susceptibles 
d'une autre génération , et qif clics peuvent être engendrées par le 
mouvement d’une droite qui ne cesse pas d'être tangente à une mémo' 
courbe à double courbure. L’expression de cette propriété donne pour 
ces surfaces, des équations en quantités finies qui ne sont pas de la 
nième forme que les précédentes , et qu’il s’agit de ti-ouver. 

Soient y' = <fî,x=:4=' 1rs équations de la courbe donnée, à 
laquelle la génératrice doit être constamment tangente , et qui , d’après 
ce qui précède , sera l’arête de rebroussement de la surface j si l'on 
considère sur cette combe un point qui corresponde ii s = a , les 
deux coordonnées de ce point seront j-=: <f», x = 4>; puis , si l’oa 


-, -X-- 
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considère ce point comme celui de contact de la tangente , les demt 
équations de cette tangente seront 

J" — = — X — 4*—(^ — 

dans lesquelles <» est une quantité constante pour chaque tangente , 
variable d'une tangente à une autre , et dont la valeur détermine dans 
l’espace la position de cette droite. Quelle que soit la valeur de » , 
les deux équations précédentes sont donc toutes deux satisfaites pour 
les points de la surface. Donc, si l’on élimine a entre ces deux 
équations, le résultat de l’élimination sera en s l’équation 

générale des surfaces développables. Si les fonctions is et 4 
regardées comme susceptibles de toutes les formes possibles , soumises 
ou non à la loi de continuité , ce résultat est de la même généralité 
que tous les prccédens. 

IV. 

HYouffCr Têef nation de là surface développable qui passe en mémt 
tems par deux courbes à double courbure données dans l'espace. 

La surface développable passera évidemment par les deux courbes 
données , si le plan mobile dont elle est l’enveloppe, est dans toutes 
ses positions tangent aux deux courbes , c’est-è-dire , s’il passe toujours 
en même tems par une tangente à la première courbe , et par une 
tangente à la seconde. 11 s’agit donc de déterminar dans l’équation 
s = xqa, +.r4“ + “ de ce plan mobile , quelles doivent être les 
formes des deux fonctions $ et 4 > pt>ur que ces conditions soient 
toutes deux satisfaites, quelle que soit la valeur de et. 

Pour cela , si représentant par ^ = Fs , x = fs les deux équations 
données de la première courbe , on prend sur cette courbe un point 
correspondant à s = /S , les dettx autres coordonnées de ce point 
seront 7 ' = Fs , x = fjS j et si l’on considère ce point comme celui 
de contact d’une tangente , les deux équations de cette tangente seront 

^ — F/î = (3 — H)F'/J {A) 

X— f(i = (s — /a)F/j {B) 
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dans lesquelles /3 est une constante <iul pariiculai-ise la position de la 
tangente. 

Do mime , si , représentant par r = (/'^ “ » a; les équations 
données de la seconde courbe , on prend sur cette courbe un point 
de contact correspondant à s = > , les équations de la tangente à cette 
courbe seront 

■ / ^(F)> = (»->) (FO (O 

a: — y V z= ( J — >) f y . . . . . . (D) 

I 

dans lesquelles > est une autre constante qui particularise la position 
dé cette seconde tangente. _ , 

Cela posé , si le plan mobile passe par le point de contact de la 
première courbe , son équation sera 

3 — ^ = (ar — — F^)4« .... (F), 


ce qui donne entre « et 0 la relation suivante 

fi — f/îe» — Fj84* = * 

Pareillement, si ce plan doit passer par le point de contact de 
la seconde courbe , son équation sera 

Z — î-=(a: — + — (1^1>)4* • • (C), 

ce qui donne entre ■ et > l’autre relation 

— (^>4* = * W- 


De pins , si le plan mobile doit passer par la tangente à la prentjère 
courbe , il faut que les trois équations Çyf ) , (B) , (£) , qui sont celles 
du plan et de la tangente , soient satisfaites , quelles que soient ks 
valeurs de zc,j, t. Donc, si l'on élimine entre cas trois équations 
y F fi X (fi 

les deux quantités ^ * l’équation résultante 


3 fi 


-4“ — I . . . - (*/) 

établira entre les fonctions ca , 4* et la quantité fi la relation potnr 
qne cette condition soit remplie. ' 


V 
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Parcillemem , si , entre les trois «iquations (C) , (D ) , (G) , qui sont 

celles de la seconde tangente et du plan mobile, on élimine les deux 

-, — (fO y ^ — fy-,y • .1 

quanti tes > , Icijuation rcsiutante 


“ — y - — y 
f 5,4* = f ■ 


). 




donnera entre 41 x, 4^ et ^ la relation qui doU avoir lieu pour que 
le plan passe par la seconde tangente. > 

Le plan mobile devant en meme taras satisfaire aux qnatre condi- 
tions que nous venons d’exprimer, il s’ensuit que si , entre les quatre 
équations (F) , (H') , (J), (A') , on élimine les deux quantités fi, y , ce 
qui est toujours praticable, puisque ces quantités n’entrent que sons 
des fonctions connues, on aura deux équations en «, 4a et 4<t 
desquelles tirant en a les voleurs de 4a et 4‘< t titt aura les formas des 
deux fonctions arbitraires 4 et 4 5 mais cette dernière opération sup- 
posant la résolution des équations , il est plus simple d’avoir recours 
à la suivante. 

Entre les quatre équations (£), (G), (J), (A'), on éliminera les 
deux fonctions arbitraires 4« , 4« > et tme des deux indéterminées /3 , y, 
par exemple,- la dernière, et l’on aura enjr, y, fi et fi, l’équation du 
plan mobile perpétuellement tangent aux deux courbes données, et 
, dans laquelle la quantité fi sera une constante qui particularisera la 
position du plan. Donc, si l’on représente le résultat de cette élimir 
nation par M=o, et si on le dili'ércnlic deux fois de suite , cii 
regardant fi comme seule variable , on aura les trois équations 


M =0 



telles que si Ton élimine fi entre les deux premières , on aura en 
s, l’équation de la surface développable iudividuelle demandée; 
et qne si ou élimine fi entre les trois , un atira en x, j , s, les deux 
équations de l’aréte de rebroussement de cette surface. 
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- La manière dont nous venons de déterminer les deux fonctions 
arbitraires pour que la surface passe par detix coiirl)eS données , est 
analogue à celle que nous avons employée pour le cas où il ny avoit 
qu’une seule fonction d’une quantité indéterminée, et elle est appli- 
cable ^ quel que soit le nombre des fonctions arbitraires d’une indé- 
temiinéa , pourvu que cette indéterminée soit la même sons toutes 
les fonctions. Nous verrons plus urd que quand les fonctions arbitraires 
sont composées de quantités diderentes , lu détermination de leurs 
formes dépend d’un autre genre de calcul. 

V. 

Dmx swftùes courbes étant données à volonté de figures et de 
positions dans Féspaeé, trouver l'équation de la surface dève~ 
loppable qui les embrasse toutes deux , c'est-à-dire, qui, leur 
étant circonscrite, les touche suivant une ligne courbe. 

Driiu'j» * »; 

’*NdUS' pourrions réduire cette question è la précédente , en déter- 
ta^btant iurles detix sùrfiicès données les lignes de contact par'lesqueUes 
laWface doit passer ; mais comme c’est do ce problème que dépend 
ht détermination des ombres , nous allons le résoudre directement. 

' Soient représentées par ■ ■ 

» = (^) 

Z = {(X,jr) 

les équations des deux surfaces courbes données , et supposons que 
par la différentiation ces deux équations produisent les deux sulvautc» 

dz =f*(x,j')dx + F"(x,j^)d^ 
dz= f' (x,j) dx-i- f" (x, 7 )<fy. 

Sî l’on prend sur la première un point de contact dont la projection 
arbitraire sur le plan des x , y , corresponde àa: = «,y = j8, la troi- 
sième coordonnée de ce point sera s = F(«, /J), et l’équationidu plan 
tangent mené par ce point de contact sera 

s — F(.,fl)=(a:_.)F'(«,ja)+(y — . . (C) 
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De même , si l'on prend sur la seconde stu'face un point de contact 
arbiti'aii'e correspondant à x-=atJ , , la troisièine coordonnée de 

ce point sera : = f (a', /3') , et 1 équation du plan langent à la seconde 
surface , et mciic par ce point de contact , sera 

a — f(‘«',|8')= + 0' ~ f ) J»')- ■ •' -',..(0) 

« 

Si donc on veut que ces deux plans coïncident et ne forment qu’un 
seul plan tangent commun aux deux surfaces , il faut que les trois 
coefficicus de l’cqualion de l’un soient respcctivemeul égaux aux trob 
coediciens de l'équation de l’autre } ce qui produit les trois équations 


suivantes 

F>(u, fi) = C' (E) 


|8F'(a,j8) = f C.',(8')-.'f'(.,/î)— jt'fV.I®') • (G) 

Donc si , entre les quatre équations (C ) , (D ) , (£) , (F) , on élimine 
trois quelconques des quatre quantités jB a', par exemple les 
trois dernières > on aura en x,y, z, a, l’équation du plftn laiifieiS^ 
'commun aux deux surfaces , dans laquelle a est une coRSMnie arbit- 
traire qui particularise la position du plan. Donc çn$jBtiiSi l'on 
représente le résultat de cette élimination par ^=o, et 4 Plk le 
ditrérenlic deux fois de suite en regardant a comme seule variable , on 
aura trois équations .... ; r 

JU =0 



telles , que l’élimination de a entre les deux premières produira en 
x,jr, Z, l’équation de la surface développable individuelle demandée , 
et que l’élimination de la même quantité a entre les trois , donnera les 
deux équations finies de l’aréte de rebroussement de cette surface. 

Quant aux lignes de contact de la surface dcinaudee avec les deux 
surfaces données , on aura eu a et l’équation de la projection de a 
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première , en ëiimioant •' et j9' entre les trois èquatioiu (E) , (f) , (G)v 
et l’on aura en a' et /i' l'dqualion de la projection de la seconde,^ en 
âlimiiMin au ooamire a et |> entro les trois mêmes cquaUene. ci>- ' 

Si l’on suppose qu’un corps opaque donné de figure et de position 
soit éclairé par un corps lumineux aussi douné de figure et de position , 
les surfaces qui circonscrivent l’ombre et la pénombre que le corps 
opaque occasionne par son interposition dans le milieu «claire ^ sont 
deux nappes de la suriace développable qui embrasse les surfaces des 
deux corps et les lignes de contact de la surface développable avec 
celles des deux corps, sont, l’une, la courbe qui sur la surface du 
corps opaque sépare la partie éclairée de la partie obscure ; l'autre 
la courbe qui sur la snr&ce du corps lumineux , sépare la partit, 
qui éclaire l’autre corps de celle qui ne peut lui envoyer de rayons 
de lumière. ' 


S. XIII. 


De ta surface ceurbe qiûsruieloppe Fespaçe. parcouru par une autre 
surface donnée, constante de figure,, et ^ui, sans tt^umer, se 
meut le long d’une courbe à double courbure entièrement arbitraire. 

Lorsque dans le parag. 9 , nous nous sommes occupés de cette 
surface , nous avons supposé que la courbe qui dirigeoit le mouve- 
ment de l’enveloppée étoit tracée sur une surface donnée ; en sorte 
que des trois projections de cette courbe il n’y en avoit qu’une seule 
qui fût arbitraire. La génération de cette snrface pouvoit être exprimée 
par une équation anx différences partielles du premier ordre , et soit 
expression en quantités finies ne contenoit qu’une seule fonction 
arbitraire. Nous supposons ici que la directrice soit entièrement arbb 
ttaire, et nous nous proposons d’exprimer celte génération, qu'elles 
que pnksent être l’nne et l'antre des deux projections de la directrice ; 
ce qui peut se faire , ou par une équation anx différences partielles 
du second ordre , ou par une équation aux différences partielles dn 
premier ordre, et qui comprendra une fonction .arbitraire, et cela 
de deux manières esseniidiemciH diflërcntcs j ou, enfin, par une 
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équation en quantités finies ^ mais qui comprendra deox fonctions 
arbitraires. < 

Nous n’entrerons ici dans aucun détail de définitions ; nous ren- 
voyons pour cet objet au parage 9. . 

I. 

Soit s = F(x,y) l’équaûon donnée de l’enveloppée considérée 
dans son état primitif ; puis, ayant pris sur l’enveloppe un point de 
contact dont les coordonnées soient ^ , f, s , et ayant meué par ce 
point un plan tangent à l’enveloppe , concevons à l’enveloppée un 
plan tangent parallèle au premier i et soient a', les coordonnées 

du point de contact de ce second plan , il est évident que l’on aura 

z' = F{x',y), 

et à cause du parallélisiVie des deux plans tangens à l’enveloppe et à 
l’enveloppée, on aura ainsi les deux équations suivantes 

p = F'(x',y), q = F'(x',y), 

tirant des deux dernières équations les valeurs de x' tt y tn p tiçi 
que nous représenterons par ^ 

a:' = f(p,9), y=:/(p,g), 

et les substituant dans la précédente , on aura 

les trois fonctions ayant entre elles une relation telle que 

l'équation . 

dj=pdt-\rqdf 

est toujours satisfaite. 

Cela posé , il est évident que le point de contact de l’enveloppée, et 
dont les coordonnées sont x', y, a', est celui de cette sur&ce qui ^ 
dans le mouvement , vient se confondre avec le point de contact de 
l’enveloppe , et dont les coordonnées sont a: , y, z / les trois quantités 
x—x',j — y, Z — z', ou les trois suivantes x — î{p,q), y — 

Z — qui leur sont respectivement égales, sont donc les 
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trois coordonnées de l’arc de la directrice parcouru par ce point. De 
plus , si sur l’enveloppe et dans une direction quelconque , on prend 
un point inliniment voisin du premier, ce nouveau point aura son 
correspondant sur l’enveloppée , et l’arc parcouru par ce dernier sera 
de même étendue que l’arc parcouru par le premier; car ces deux 
arcs seront tous deux compris entre les deux plans tangens parallèles 
entre eux. Donc les trois quantités 

Z — J (p, q), seront toutes les trois constantes, et l’on aura en même 
tems les trois équations ' . . ' ' ’ > . 

dx — dî{p,q)z=o 

^ — df{p,q)=zo , : . : 

mais par la reïation qu’ont ^tm elles les trois fonctions f > /V 
deux de ces équations ayant Heu , la' troisième a aussi lieu néces* 
sairement , comme on peut le vérifier p^r la.difiêroDtiation : donc^ 
de ces trois équations il suffit d’en poser deux quelconques. Noua 
emploierons les deux premières comme plus simples , ce qui donne en 
développapt , ., • i tii ./i:. ; , > i ■ ’ 

••I dbc — (rdx + J'fy) (Pi q) ~~ f" (p, o)'= o ' 

• 4 r — (rrf* (p , q) — (rÆc + {p,q)=zo ‘ 

ces deux équations devant avoir lieu, quelle que soit la direction 
suivant laquelle .on pas^ du premier point de contact d^ l’enveloppe 
au second ; et . par conséquent indépendamment de la valeur de 
dr . , . 

qui détermine cette direction il s’ensuit qne^ si l’on élimine 


ÈL 

dx ’ 


le résultat 


• 11 . 



(rf — -n £"/')— — 1=0 

sera aux difTérence^secon 4 és l’équation de 'l’enveloppe demandée. ■> 
Mous pourrions en rester là par rapport à cette éqtiation ; mais la 
relation qu’ont entre elles les.deux fonctions f,y, permet de la mettre 
sous une form^ plus symétrique , sous laquelle il est nécessaire de la 
conooltre. .3 . . , î j 
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En efliu, ayant mis l’équation . , j- . . » 

, . = P‘ii+,qdf. .; 

tous la forma «ui»anie . . ■. . i ..i- 

et de et que l’on a généralement 

* ... t -4 

( ÆdS\ — f ddj \ 4 
\dpdtjj \dtjdpj' 

y s*CQSuit que Ton doit avoir aussi 

•oqa», rédocHoii fini», donne < ■ * ‘I : • | . ' • • 

rl. , M'* » .\-t’ 1* .... *j 4> yt i,i> 

. . sz P • t t 

i .. . . J ^ r., . * • ^ ■ • - b f >; f i;n j»r » 

donc Its fonctions f et/ peuvent être regardées comme les diiTéi4nceS 
purtielles par rapport à/>_,et i y d’une autre fonction de p.at^ , que 
nous représcntcrtms par^ r {p, q)^ «n sorte que si, pour alxteer 
on fait ^ 


(^) (-^) =T' ■ ■ 


iii 
i t:u 


OU aura 


P = R; pi^yt^Sj ‘f'—f's 


; ': ■! 


et l’équaüon aui différences secondes pourra être mise sons la forme 
suivante 

(rt— ry^i I = O, -■••'' 


dans laquelle les trois quantités R, S ', T, sont en p et 9 les diffé- 
rences partielles du second ordre de la quantité T (j>,q) différendée 
en regardant P et q comme variables principales. 

Rédproqnement , toute équation de celte forme sera celle de Fen- 
veloppc de l’espace parcouru par une autre surface , qui , sans tourner ,’ 


•w V J, 
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*e m««t le long d'imc coarf)e h double conrbore arbiirairé dîins ses 
doux J>rojections; Si celle cqiiatKm est doiibcc , il sera facile, d’après 
les formes connues des trois quantités^ /?, 5, T, de trouver celle 
de ‘la fuiiction r dont elles sont les différences partielles secondes; 
et d’apres celle-ci , il sera facile de coflnoltre la fonction j, car 6n a 

j/ = -r-l->pr' + çT". 

• 

Cela posé , si l’on rem avoir l’équation de l'enveloppée considérée d'ans 
sa position priniilive , il feul se rappeler que l'enveloppe devient l’eni 
veloppée elle-iuàmc , lorsque , pour toute l’étendue de la surface les 
trois quamitéa*a>-t-j!','y-j— s', sont chacune égales é léro ; 
c’est-à-dire, lorsqu’on a les trois équations suivantes " 

* + r — qr" = O ‘‘ 

quelles que Soiélit les valeurs 4é p V'ddnc^éllniïnànt p tiq entre 
cés trois ét^katldiis , Ip résultait sera.én », l'équation de l’étlver 
Idp'i^e considérée dans sa position primîiive. Eàtfin , si l'on veut avoir 
l’équation de l’enveloppe elle-même, les trois qnabtités précédentes 
ne seront pas égales à zéro , mais deux d’entre 'elles sont Ainctionf de 
la troisième ; ’dond si'I’dii ]pose les trois équations sinvanics ' 

’ " ï I. . » . 

- ■ • -.'x— r' =e« 

X- r" = 4- 
z + r — pi' — çt" = a 

et si on éliminé entre elles les deux quantités p, ç , on aura en 
x,J, s, a, ea, 4> une équation que nous représentons parilfao; 
l^uis , posant les trois autres ' 


M =0 
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• ' 
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le rèenlmt ile rvJtnituaiion d« « amre let d|BiAx prciidire»Mra l'iypugoo 
de r0nv(’luppc,^ct par conséquent JiBtcgralc.cowpIcie de l'ikiiMiiun 
aux d^'crcuccs secondes; et Ic^résultat de rélimiiiaùuu de » eutre te» 
trois équations produira en quantités Unies les deux cqualioits de l'aréle 
dejebt-oussc^nra^ de la suïlace., ,j, g ,tj.. nqio tt 



Poqr trouver les équations de la même surface en diflérenoes par* 
tielles du premier .ordre , il faut, observer qtte des trois' quantités 
X — f,jr — /, s — J, deux quelconques sont fonctions de la troisième i 
donc les deux équations demandées sont celles que l’on voudra des 
trois suivantes „• . ,v . i ,i 1 :i ■ i i .i I- . !• ■' > 

9)=i[,s— 9)] . 

— f (/» ,S) =J1 [f.-l/.CÆ» 9 )J . 

dont tmc qadcpnqua est suite néccsfaire des ^eqx Siuu-es.jij, ,^15, ;p 
(pliant aux équations en quaiktités finies , nous n’avons rien à ajouter 
à ce ouc nous venons i‘de dire à cet égard à la lin de l'article pré- 
cèdent de ce paragraphe. jj , ■ >. 

S’il s’agissoit de déterminer les formes des fonctions arbitraires 0 
et 4 de manière que la surface passât par deux coalisée données , .ou 
fût circonscrite à deux surfaces courbes données , on opéreroit d’une 
manière entièrement analogue à celle que nous avons exposée pour lea 
surfaces développables. 


I... . , ^ . I .1 • 1- . . Il . J 
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De la surface engendrée par le mouvement d’une courbe à double 
courbure donnée , constante de fgure > et qui , sans tourner, se 
meut le long d’une autre courbe entièrement arbitraire. 

.. ' 

Une courbe à double courbure se ment sans tourner lorsque , 
peudam le mouvement , deux quelconques de ses tangentes , et par 
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conséquent toatei ses Tangentes, restent chacune parallèles à clle-mùnie. 
Chacun des points de cette courbe, parcourt une ligne , et les éléineus 
de toutes ces lignes , décrits en même tenis , sont parallèles et égaux 
entre eux. Si donc , après avoir considéré la génératrice dans sa po- 
sition primitive , on la considère ensuite transportée dans une autre 
position quelconque, et qui soit une de celles qu’elle prend succes- 
sivement dans son mouvement , tous scs points auront parcouru des 
arcs de courbes égau^ , semblables , et dont toutes les tangentes 
correspondantes seront parallèles entre elles ; tous ces arcs se trou- 
veront sur la surface courbe engendrée par la génératrice ; et si l’on 
suppose qu’un quelconque de ces arcs se meuve sans tourner, de 
manière que le point dans leqi^ il coupe la génératrice , ne sorte 
pas de ceKc génératrice , il se confondra successivement avec les arcs 
parcourus par tous les autres points , et il ne sortira par conséquent 
pas de la surface courbe ; en sorte qu’en donnant le nom de directrice 
à la courbe parcourue par un certain point de la génératrice , on 
peut dira également que la surface que nous considérons est engendrée, 
et par le mouvement de la génératrice qui , sons changer de ligure 
et sans tourner , se meut le long de la directrice , et par le mou- 
vement de la directrice quii sans changer de figure et sons tourner, 
se meut le long de la génératrice. 

Pour traiter cette surface dans tonte la généralité dont elle est 
susceptible , Q &udroit supposer que la génératrice et la directrice 
sont tontes deux arbitraires , chacune dans ses deux projections ; mais 
alors nous serions entraînés dans la considération tféquations aux 
différences partielles du quatrième ordre. Comme nous nous proposons 
simplement ici de donner un exemple de génération de surface qui 
puisse être exprimée par des diflërences partielles du second ordre , 
nous supposerons que de ces deux courbes', il n’y en ait qu’une seule 
qui soit arbitraire : nous regarderons l’autre comme donnée ; et parce 
que ces courbes peuvent être prises indifféremment fune pour l'autre 
dans la génération de la surface , nous regarderons celle qui est 
dobnée cqpame la génératrice. D’après cela , il s’agit de trouver , 
1 ®. 1 équation aux différences partielles du second ordre ; a”, les deux 
équations aux différences partielles du premier ordre j 3®. enfin 
l’équation en quantités finies. 


i3 
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I. 


Rtpicsfinlons par a;=f3, y—fz les deux cqualions doimccs de 
la génératrice considérée dans sa position primitive, et dans lesquelles 
, les fonctions f, f sont données de formes. Si , ajant pris sur la 

t surface courbe un point quelconque dont les coordonnées soitnt 

oc , y , 3, et aprits avoir conçu le plan tangent en ce point, on 
mené n la directrice considérée dans sa position primitive une tan- 
gente parallèle à ce plan langent; le point de contact de cette tangente 
sera celui de la génératrice qui , pendant le moiivenient , viendra 
se confondre avec le point de la surface. Enfin , si l’on nomme 
x\ y , z' les coordonnées de ce point de contact , on aura d’abord 

ce' = f:' ■. (A) 

y=A' 

De plus, il existe entre les trois coordonnées de ce point nne 
relation qui résulte de ce que 'la tangente en ce point est parallèle 
au plan tangent de la surface. 

Pour trouver celte relation, concevons par l’origine, i®. un plan 
parallèle au plan tangent à la surface ; a°. une droite parallèle à la 
tangente de la génératrice. Si -ce plan passe par la droite , il est 
évident que la tangente de la génératrice sera parallèle au plan tangent. 
Or, représentant par X, Z les coordonnées du point général , 
tant du plan mené par l’origine que de la droite , l’équation du plan 
sera 

Z = pX+>jV, 
et celles de la droite seront 

x=zZ('z', y=zj'z'. 

De plus , le plan devant passer par la droite , il faut que ces trois 
. équations puissent avoir lieu eu même tems , quelles que soient les 
valeurs de X^ es que par conséquent l’équation 

pPz' + qfz'zxi (C) 
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<p^ risulte aé félimmation a? X,' F, Z, soit Satisfaite. Donc, c’est 
cette «juation (C) qui expriine. que le point de la génératrice est placé 
de manière que Ja tangente en point est parallèle au plan tangent 
if la surface. •Ainsi les trois cqiTations (y/), {lï) , (C) déterminent les 
valeurs des coordonnées z' du point de la génératrice qui doit* 

venir se confondre. avec le point de la surface, en sorte que si de 
l’équation (C) on tire' la valeur de' s' eu p et 7 , et que si l'on re- 
présente cette valcnr par qç'- 

doux. autres .coordonnées les voleurs suivantes 

r.I alj allv «bio on. fl * q ■ lï-j 

Actuellement , concevons la génératrice transportée de manière qu’elle 

;^«sse fparle point la surface, la valeur de pour l’élément de 

• ! r 'tïvi yj , . •u. . » 

^ ‘ÿwljfe^on iur le plan des a: , y «era égale à celle 'de M nar 

qiii>î3«i-r î 1 MTvb i« . nd t ^ 

conséquent égale à celle de étant regardée comme mutante^' 

dans ceue dernière. On aura donc pour la direction de la projection 
de^Pélémcnt de la génératrice au point de la surface 

</r _ ./V : f[F( P, <,)-[ . 

Cela posé , si l’on conçoit que le point de la surface parcoure 
l’élément de la génératrice sur laquelle il se trouve , c’est-à-dire , si 

l’on suppose que ait la valeur que nous venons de trouver , il est 

évident que l’arc de la directrice ne variera pas de grandeur , et que 
po|t.O(^séquent les trot» qiÉhiités * — ac', *— 

téo^'tuk mtes. j|tti Icuf ^lu res^Mtivement égales i ▼ 

I ■■'rallk.' III. ' \-| ■■ - '*• ^ 

tu ;■ f" 

; r.cd» oV «.ufilr -'«5 y ’ J vtl '.M 




• r 


• r 

a.. . « 



( 100 ) 

ne changeront pas. Donc , si après avoir différentié ces .trois quantités , 

dy f 

on substitue dans chacune d’elles pour — sa valeur , on aura 

^ • 

trois quantités qui seront chacune égales à zéro. Mais cette opératTon 
. donne également pour les deux premières 

rP X F< + s [P X F'+/' X Fi'l + tf X F» = i . . . (D) 

Quant à la troisième , elle donne 

rPx P + ^[P X F"+/'X F’J + tf X F"=pP + q/>, ' 

dont le second membre, en vertu de l’équation (C) , est égal à l’unité, 
et qui par conséquent se réduit encore à l’équation (D) Donc , l'équa- 
tion (P) est aux différences partielles. du second ordre celle de la 
surface demandée. 

La relation qu’ont entre eUes les trois fonctîbns {,/, F, permet 
de donner à cette équation une forme plus simple , et sous laquelle 
il 'est plus facile de la comparer à celle du parag. la , dont nous 
allons voir qu’elle est un cas particulier. En effet , si dans l’équation 


pPz' ç/’i' = 1 


(O 


on regard comme constante la quantité z', ou son égale F(p , q), ce 
qui donne 

Ftlp F"dç = O , 

la dinéreniielle de ^l’équation (C) devient 

{'dp + fdq = O. 

Eliminant ~~ de ces deux équations , on trouve 

{' X F> X Fl. 

Ainsi les deux parties du coefficient des dans l'équation (D) sont égales 
entre elles, et ce* coefficient devient égal an double _de l’ane d’elles. 

De pins , 1 m deux termes P X P’ et P iç F' sont les différences 
partielles d’une môme quantité f[F(p, ^)] , différentiée en regardant 
P cl g ëomme variables principales; il en est de même des deux autres 


« . f 


. 
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tcrrtcsy’ ^ P tif X F", so^» l«s d'ffcrences partielles d’une 
autre miînie quantité /[F (p , ç)]i do#c , les trois coeOicieiis de’ 
l'équation (D) sont les diOërenC^ pariiellet du second ordre d’une • 
même fonction, de p et g , difTérenticc en regardant p fl g comme 
variables principales, ^pus représenterons cette fonction de p cl g 
par r (/>, f), et ses trois différentielles partielles par R, S, T. ^ * 

£nfîn , dans l’équation (D) , le produit des deux coefficiens extrêmes 
est égal au produit des deux parties du coellicicnt de s; Car ces produits 
sont, égamx l’un et l’antre a/X P X F' X F' i doue l’équation 
peut être mise sons la forme plus simple 

- •“ rfl + a f5' + rr— I = O {E) 


les trois quantités R, S, 7' devant d’aillenrs satisfaire à l’éqnation 


RT—S'= 0 


{F) 


; h 


' On voit donc que la surface dont nous nous occupons est un cas 
particulier de celle du parag, ta , et qu’elle n’est autre chose que ce 
qne devient cette dernière lorsqu’on y ii^foduii^a condition expritnée 
par l'équation [F). 


II. 


Si , d’après l’équafion (D) , on se proposoit de trouver la caracté- 
ristique de la surface , la méthode que nous avons exposée dunneroit 
pour équation de cette courbe ^ 

1' xFdy' — [y xF'-^/>X F^dxdj+f xF'dx' = o, 

qui , ayant les deux facteurs rationnels 

Pdy — f>dx = 0 , F' djr — P' dx := O , 

indique que les deux branches'de la êhractéristique som distinctes , 
c’est-à-dire J . que la surface a deux caractéristiques dent les cqua^ns^ 
peuvent être séparées. La {yemicrc de ces équations est, comnac nous 
l’avons vu , celle de la projection sur le plan des x , j de la géné- * 
ratrice considérée dans la poiition qu’elle a lorsqu’elle passe [Ar le 




» « 

I 
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point de la surface ; la seconde , ci- venu de l'cqualîon ’ 

. ^ ^ {> XF'fz=/> xF’,' . 

se réduit à la première. Donc , les deux caractéristiques se confondent 
tlans une seule courbe , cp\i n'est autre chose que la génératrice cllc.- 
inèine. ! 

111 . ’ 

. ; ^ ! I . >1 

Tontes les fois qu’on aura une équation aux difl'ércnces*partielle 5 
de la lormc de (£) , et dans laquelle on aura de, plus /tT — S' = o, 
cette équation sera celle d’une 5uiTarc,courl)e,eiq'etidt;ée par le mou- 
vement d'une conrbe constante ”de ligure, et qui,' sans tourner, se 
meut Je long d’uiie. directrice cntièreuco^ utiiitivire. Quant à la.n^lurtf 
de la génératrice , c’est-à-dire ,* quant aux fonclious de f et /, qui 
déteruiincnt scs projeclious , élles sont déterminées; mais leurs formes ■ 
dépendent de celles des trois cocfliciens lî^ T, supposé? coiipys, 
et nous allons donner la , manière de les trouver. ,, _ , 

’ ^D’après les formes connues*! des coeflTcicns Pi , S , T^ on trouver^^ 
la foncliou r (p , t/),^onl ils sont les différences partielles secopdefe 
prises en regardant p, q eoninic variables principales , ce qui dépend 
du calcul intégral ordinaire. Cela fait , puisque l’on a 

. ,r' = f.[F (/» . < 7 r" ^ F (/. , q)J. ^ ^ 

ou aura aussi • i ■ j, • t , i i- • .1 -if m;' 

- r/r, ou fiip-\-T'Ulqz=:f]pf-}^(iqf, 

ajoutaut au second membre pourlc rendre une difléreutielle 
complète , et rclrancbaut la quantité égale {pC q/' ) dF , ou 
sin|plcincnl dF, à cause de l’équation (C), on aura *’ 


dont l’intégrale 

» 


dz = d{p{Jrqf) — dF 


ou 


"" t T =pr'-\~ qr" — F* , 

donue la valeur de F en p , ^ , r , et ses différences partielles. Or nous 


« 
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savons que les luols qw:iulilés jb^ — ï, — * , 
füuclions d’une niùiuc quantité; que par efciiiôquciit deux d’çnlrc ellcà 


tout 


F, sont toutes ii-ois 

- , . , . 'i-ûqu' 

functiom de la U'olsitnic : doue si, ajiiul posé les trois équatiou;_ 


X — r 


a z + T~pT' — f/x"==^ ^ 

Oh élimine p , (f dos deux premières , au niojen de la troisième , c 

qui est toujours possible dans ce cas, puisque l’on n RT=S\ c 

que les quantités r' et r" sont tontes deux fonctions de r — pt' — <]x", 

ou de : — a, ou aura les deux équations 

I f ; i - . » ' ■ * < • I • - 

‘ X — f(î — aj = ^» 

I O I> / ■ - u-.li-iq.) • - . 1 

dans lesquelles les funciionS' f et/ seront connues, cl qui seront celles 
de la génératrice cuutidérée -dans ,une quelconque de «es positions ; 
enfin le résultat de l'éllralnalion de! « enirc ces deux équations sera en 
X , Y, Z , et deux fonctions arbitraires , l’équation de la surlace et 
l'intégrale finie de l'équation (£). ^ 

Les deux defnièrés équdtiohs eitfifinïent'évidetnnient’que la surface 
est engendrée par le mouvement d’une génératrice constante do 
figure , dont les équations, lorsqu’elle est dans sa position primilive',’ 
sont ar = {z , j i=yh , et qui , sans tourner , se meut le long d’une 
directrice arbitraire dont les équàtions sont représentées par x = , 

r = +:. 

IV. 


Pour trouver les deux expiations aux différences premières , il faut 
SC rappeler que , d’après ce qui précède , les trois quantités x — f, 
r — / et Z — F, sont constantes cuseniblc et variables ensemble ,• et 
que deux quelconques d’enrre elles sont par conséquent fonctions de 
la troisième : ainsi ces équations sont deux des suivantes 

X — f < 7 )] z= <, [i — ^)] • - 

^-nnp,<i)i=n{j-/[F(p, </)]}. 

dont uae quelconque est la suite des deux autres. * 


( *o4 ) 

Enfin, en reprcMntant par x = »î, j>f = 4î , les ë<|nations des deux 
projections arbitraires de la directrice , l’cqnation finie de la surface 
est le résultat de rélimination de a entre les deux équations 

X — 4i« = f(s — «) , J— 4«=/(z — «). 

Nous n’entrerons pas dans d’antres détails par rapport à cette surface; 
mais nous allons placer ici quelques résultats relatifs au parag. ta. 


Toutes les intégrations d’équations aux différences partielles consi- 
dérées comme exprimant des générations de surfaces courbes, four- 
nbsent celles des équations analogues aux différences ordinaires à deux 
variables , et ces intégrations ont ordinairement l’avantage de présenter 
les équations sous des formes plus favorables à la construction. Nous 
allons en donner un exemple sur féquation aux différences partielles 
secondes 

( rf — f* ) (HT — S‘) — rR — asJ — 7ï+t = o, 

qui est celle du parag. is. Si, dans cette équation, on supprime 
une des deux variables principales , par exemple , jr, les trois quan- 
tités ç. S, T , deviendront nulles „ et féquation se réduira à 

- * rR—i. 

Actuellement , pour prendre les formes du calcul aux différences 
dz dr 

ordinaires en x et s, soient =Pt et = ç; de plus, r (p) 

, ‘ . . . , . , dr „ , 

étant une certame fonction de p , soit r' = et r" = Cela 

posé , l’équation r/t = i deviendra 

équation aux différences ordinaires secondes qui peut s’intégrer par 
les méthodes connues, mais qui s’intégre encore plus facUement par 
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le procédé da parag. ta. En effet, étant doiuéo la ibpction r", 
on chercliera les fobctions r' et r , ce qui ne dépend que des qua- 
dratures , et dans les intégration» l’on neigera les censtantes ariti* 
traires ■- cela &ic, les deux équationt - 


a;— r' = ^, 


seront les detnc intégrales premières de la proposée , A B étant 
les constantes arbitraires particulières à chacune d'elles ; et si entre 
ces deux équations J'on élimine p , on aura en x — A et z — B 
l’intégrale complétée par les deux constantes A et B. Cette équation 
sera donc celle d’nne courbe constante de figure qui , sans tourner , 
est transportée , snitumt une direction qudeonque , à une distance 
quelconque de Forigine. 

£zskpu. 

Soit proposée 

. a' b' 

q T = I , 

(é* + «•;»•)* 

« 

^«nt laquelle a et i sent des constantes. On a donc ici 


r«(p) = 


ce qui donne 


O* &* 

(6* + O*/?*)* 


r' 3= -jcx==s=x. et r = + ; 

/(é> + o>p*) 

donc les deox intégrales premières de la proposée sont 

/ tf P') 


* + 


<KP') 


z=B 



et rmtégrale finie est le résultat de Féliminalion dep entre ces denx 
dernières équation». Cette 'élimination se lait facilement en mettwt^ 
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d'abord cm dqtietiaas $on»-cetic aotr» fonnc 


■^A — 


— B = 


a'p 


— h' 

+ a'p') * » 


puis ajoutant le carré de la première niulliplié par b' itu carre de la 
seconde multiplié para', ce qui doiiue _ _ ^ 

fc* ( X — b’ ( ï — B)' := a'b' •, (*) 

Ip proposée appartient donc à «qe ellipse dent, Jcs axes , d’abord 
COoioBdus avec le« li^pies .des x et dos a t Qnt.reapectivenaeM pour 
grandeurs aa, et qui ensuite a été transportée sans toumer, do 
manière que sou centre soit placé un^ point arbitraire dont les coor- 
données sont les deux constantes A et B , introduites par l’imégration j 
ce qui fournit une construction facile. Passons actuellement aux diffé- 
rences du premier ordre. , i — — — 

r 

Si l'on a une. équation conaposéo d'uue niauière quelconque des 
deux quantités x' — Ijf»»; — F/», ct.rt^céÿpntic.pftr 

/[x — fp^ f — Fp] = O , 

quelle que soit la fonctiony, pourra qu’entre les deux fonctions f et 


(*) L’rquatiun ç j luroil encore pu t’iotegrer 'directement en substi- 

(6* -4- «’ A*)* 

, ^ tfe ■ . , 

toant pour 9 sa valeur ; d ou ■ ' ^ — — , ce qui donne 

/ 1 . t iM x\i 0*0* ^ 


avoir aussi 


.B, 


^ ■ — = — J— -è î i — ,r. On doit 

* —fpi^ 4-^î d'où r= — O i ^ #j dNiù r * — ■ 

(i'-V-o’jr*)* • Vi'+a'p' 

0 * *"eo *4- I ■ . 3X S. c«» <qaa<i()n< a«Bt b» bIiiics que uilca Uoaréct 

V -4- a'p* 

* • W i'* ». -v ,1 


h Google 
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il y ait la relation suivante a . 

(IF = pd{, 

on aura l'intcgralc complète de cette équation en posant les trois 


équati 


jTU'4ll t«i | 




1. 


Z — Fp ~ B 
/{A,Û)= o 

et en oliiiiiBanteaU'C oUes U quantité p, et l’une quelconque des deux 
CAqt taules arbiuaircs -4 x.B, « 

Si l'on dlisnia* d’aiiprd p enface les deux prenûèies , on aura évidem- 
tnent une équation en x — A et i — B, qui sera celle d'une courbe 
polir laquelle l'or«iÿnc: est traoapoftee à unu^l^isUiioe A dans le sens 
des ar , et à une distance B dans le sens des y y ou , ce qui revient au 
même, d'oM cour^ coBstatfte de ligure , -qui , mmm tonmer, est 
tfwlspartée à iMfe autre eUstanoede lloi igine; et la troisième équation 
ri.'0ijr>.'p ■ e>l , sol a-f-av résina, i-sui. . i ■, . . 

k f{A,B)=.o 

. _ _ 

sera celle de la courbe le long de laquelle la première est transportée; 

ce qui donne un moyen facile de construction. 

il pouiToit arriver que l'équation ' 

f{x — îp, z — Fp)=io ■ " 

* * N- • .4 

fôt susceptible d^ee mise wus cette forme , dans laquelle on auroii 

av „ JF = p4i, 

et que cependant la manière de l’y ramener ne se présentât pas. Q 
sera facile de s’en assnrer ; car , après Favoir différendée, si elle est 
dans ce cas , il sera toujonrs possible d’en éliminer en même tems x 
et s an moyen de sa différendelle , ce qui produira une équadon aux 
différences secondes ' . 

ÇT"(P)XZI, - 

•' n- 

4{ui se traitera comme nous l’ayons indiqué plus haut. 
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§• XY. 

DES DEUX COURBURES D’UNE SURFACE CO|piB% 

ï. 

En représentant par x, z , les coordoni|ées d’un point quelconque 
d’one surface courbe , et par x', z', celles de la surface d'une 

sphère , do manière que l’équation de la sphère qui auroit son centre 
aii point de la surface courbe , et pour rayon la quantité R , soit 

(* — r')* + (? — s')* = ^ 

nous avons vn que si l’on regarde x', y', z', comme constantes dans 
cette équation , et que si on la dilférentie successivement en regardant 
d’abord x, et ensuite j comme seules variables , les deux équations 

c 


X — X^ + (ï — z')p^O (B) 

r— y +(*— *')? = « (O 


que l’on obtient , sont en x*, y, z', celles des deux plans normaux ÿ la 
surface courbe, menés par le point que l’on considère sur la surface, 
et perpendiculaires, l’un an plan des x , z, l’autre à celui des jr,z‘, 
que par conséquent ces deux équations sont ceUes des deux projections 
de la normale à la surface courbe , menée par le même point de la '* 
surface. Dans ces deux équations , x', y, z', sont les variables de la 
nomtale; et Içs cinq quantités x , y, z, p , q , qui appartiennent au 
point de la surface par lequel passe la normale , sont constantes pour 
la même normale , et varient de grandeur lorsque l’on passe d’une 
normale à une autre. 

Si , du point que l’on considéroit d’abord sur la surface, l’on passe, 
suivant une certaine direction , à un point infiniment voisin , les cinq 
quantités x , y, z, p, q , croîtront de leurs différentielles respectives 
dy, dz, dp, dq; oa aura entre ces cinq différentielles les trois 
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étpations snirantes 

(b = pdx + gdjr; dp = rdx + sdÿ; dtj = sd:c + { ' 


dy , . * 

et la valeur de 1* quantité déterminera *ur Iç plan des j? , ;■ la 


projcrtion de la direction suivant laquelle on passe dn premier point 
au second. 


Cela posé , si par le second point on conçoit une noinTlIe normale 
à la surfaÇe courbe , et si cette normale est dans le même plan que la 
première, et la eoupe par conséquent quelque part en un point , ce 
point dSntersecrion sera celui de la première normale pour lequel 'les 
trois coordonnées i', ne varient pas lorsque a; et^ changeât de 

grandeur. Donc , si Ton différéntie les deux équataons (B) , (C )> en 
r^ardant x', a', comme constantes , ce quiidcmno 


+ — *') (rdx-^sdjr) =s o 

dj -J- pqdx + — z') (sdx + tdjr) s= o 


^ ■■ dr 

ou bien, éliminant de U première, et a_ — a' de la seconde, ce 


qui produit les deux équations équivalentM aux deux précédentes 


[(«+?■) '•-(i+p’)0 — ('« . . (*•) 


les quatre équations {B ) , {€) , (D ) , (£) , appartiendront au point 
d’intersection des deux normales consécutives. Mais , pour déterminer 
les trois coordonnées x', j', s', de ce point , les trois premières de 
ces équations sadisent ; la'quatrièmc équation (£) , qui ne renferme 
aucune des coordonnées , est donc une équation de condition qui doit 


être satisfaite , et qui , en 


, * 

déterminant la valeur de , indique la 


direction suivant laquelle on dpit passer du premier point de la surficr 
au second, pour que la nouvelle normale soit dans le même plan 
que la première , et ait un point commun avec elle. 


( "O ) 

Ainsi, lorsque le poini d’une surface courbe detenuifte dk 
position, la direction suivant laquelle on doit passer de ce point à 
un point infiniment voisin pour que les deux normales consécniives 
sç coupent , et les trois coordonnées du point d’intersection de ces 
deux normales , sont déterminées par les quatre étpiutioiis (fl) , (C) ) 
(/)).,(£)•• O, : ,4 .A 

II. ‘.i 


L’équation (E) étant du second degré algébrique par rapport à 

cl fournissant deux valeurs pour cette quantité , S s’ensuit qu'ayxm 

Btené une'uormai^ par un point quelcçnquo ,dWe„ surface courbe , 
on peut toujours, dans deux directions dilTcrentes , passer sur la 
surface de ce ppinU à an autre point infiniment voisin, pour lequel 
la normale soit dans an même plan que la première. Ces deux di- 
rections sont en général les seules pour lesquelles /x résultat puisse 
avoir lieui en sorte qu’excepté les cas iris-particulicrs pour lesquels 
l’équation (£) est toujours satisfaite , quelle que loit la valeur de 

, si Fon passe du premier peent au second tuirant toute aoire 


direction , la • nouvelle normale ne se trouvera pas dans le même 
plan avec la première , et n’aura avec elle aucun point commun. 

Les deux directions dont il s’agit ont encore entre elles une rclaiiou 
très-rcmarqnablo , c’est qu'elles sont à angles droits. En effet, quelle 
que soit la surface courbe sur laquelle un opère, et quel que soit 
le poiut de celte surface que l’on considère, on peut toujours supposer 
que les trois plans rectangulaires de projeciious , dont la position 
étoit d’abord arbitraire , aient été choisis de manière' que le plan 
tangent à la suriace.dans ce point soit parallèle au plan des x,jr'. 
Dans cette hypothèse, les quantitésy», ç sont toutes deux égales à 
zéro , et l’équation (E) devient 



Or, si on représente par m et nif les deux valeurs de 
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donc , les ]>»o|mions des deux direetîoris sur le plan des x , y, sont 
h 'angles droits. Méis ces direciioiw'ellej-niénits , tn tant qu'elles sotrt 
dans le plan tangent , sont paraU^cs i l«ues 'projectiODS : donc eHcs 

■ ih - >t ' ‘H A ititii. 

riuw;..*'bt> *si It'ol» ï .l4r4î!* yi> 
)1 M'ib !t ,xf. 

L’équatiOn' (D) 'ctant trussi du second degré algébrique par rapport 
K s — ï', fl est clair que 'les" trois équations (iî)*"(C); (Et) donneront 
deux valeurs pour duteirne ^anthés K »'.‘’fct que ces 

doubles valeur! seront tcllés* qui 'é6rres[l(lTidWsfii’ ri^spfeciléenient aiix 
deux joints JîWtdrsectibu de la premîl're doridMc âvéÿlcs dfcux autrtte 
normales , qui sont cbacufic dans un niômê plan- aVéé.cjie. 

En opérant snr^cbacu^dé ces puitit.iTintci^ccit^Nn parti'culier'î' 

■ ■ _ . , ~o, 3111 •) -. 4, V •*' .•.«■ik- ,^om> »ai ■■ t 

et (Tabordsur te premier u entre eux ; $| Ion coDCoq 'a sphère dont 

, . . 1 1 r S«tl . s!,-Sl . - 

le ceiilqg scroil en ce point , et août la surtacc passoroit par le point 
de la surface courbe , H est évident que les Jéi't‘û6i¥N'dles dbià surtbee 
courbe qui se coupent au centre , seront au^i à la sphère : 

la surface courbe cl celle de . la splière auront doi^ deux noriiiidcs 
cS^cutives conimunts'T'cl par cbnsé^cnt deux plans taiigcns consé- 
cutifs communs ; elles auront dcmff IS ménie ctfuAure dans la 
direction du plan qui passe par 1«$ deux iionualt» , c'èst;à-<^'e., dans 

la direction déterminée par ^ voleur coi^cspuiidanlc dc-^^, et 

le 'centre de celte courbure ne sera autre chose que le point d,c ren- 
contre des'dcnx norniàlcs , c’est-à-dire , le c'entre iitéinc'de la sphère. 


.Considérant ensuila le sacond point d'ial erw . c l i pn , si l'un toiiç.>û 
de môme Une autre spbèrc\donl le centre Scroit cil^ ce second point , 
et dont la surface passcroit encore par le point de la surf.ice courbe , 
la surface courbe et celle de la «econde sphère auront aussi deux 
normales consecutives communes , deux plans taiigciis consccutils 
oomamus , et par cosséqueai la même coarbure ; mate la direction 
wrraui laquelle oette seconde courbure sera la même sera determiuée 


Hy 

par la seconde valeur de' j elle exbiera dons le plan qui passe 


par les deux normnles communes , et ce $e<4hid plan sera' perpen- 
diculaire à celui qui comprend la direction de la première courbure. 
Enfin , le second point de Êencontrc des normales , c’est-à-dire , le 
centre de la seconde sphère, sera le.ceutre de la seconde courbure. 

Ainsi , tonte surface courbe a dans chacun de ses points deux 
courbures dont les directions sont dans deux plans nomoaux perpen- 
diculaires entre eux, et dont les centres sont sur U même normale. 


Les trpis quantités x, j, i étant les coordonnées du point de la 
snrface , et les trois autres x', y, s' étant les coord«iinécs*du centre 
de courbure , il ^<^t évident que la distance de ces deux points , e’esuè- 
dire , la grandeur du rayon de courbure , n’est_autre chose que la 
quantité .ü comprise dans l'équation (jd). Donc, si entre les quatre 
équations (^i (Qi on élûqine les trois quantités x — x', 
J— .y, X — s', on aura une équation du second degré qui donnera 
en p,q, r, t, t les deox valeur? de A, c’e^t-«-dire , «elles des déux 
rayons de courbtae. , ^ 

En filisant, pour abréger, 


g=i^—S', 


À U' 


*• x= 1 -f + V , 

!e résultat do cette élbnination donne ' ' 

g/l* + A/W -f = O J 
d’où il suit que l’expression des deux rayons de courbure est 
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fl= — [-A-f/A*-4Â*g] = 

ag*- ^ • *• ‘’-i A-1-/A* — 4**g 
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Puisque tonte normale à une surface comité est toujours rencontrée 
par deux autres normales infiniment voisines, et placées dons deox 
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plans normouï rectangulaires entre eux , conccvpns que , cle la normale 
au premier point considéré sm' la surliure , on passe en eflfet à l'u^ae 
des 4çuX| normales i^niment: .voisines qui ^ coupent; qu’ensuite d«t 
écuc seconde ou passe dans le ntéme sens it.peljq qui la coupe ; que 
de epuo troisième on passe daus le même sens à celle qai la coupe 
encore, et ainsi de suite pour toute retendue -de la suji'fâce., il est 
évident qu'oii parcourra une surface, développable qui sera partout 
pcrpcudiculairc à la surface courbe , et qui la coupera 4aus une ligne 
courbe dont tous les élémens seront dii igésauirvant une des courbures 
de la surface. Cette courbe sera donc une ligue de la première 
courfjurc. En faisant la même opération , et dans le même sens , 
pour, tous les points de la surface aura la suite de toutes les 
lignes de la première courbure , qui diviseront Ia>turfacc couibc en 
(unes de largeur variable. , 

Concevons de même que , de la normale au premter point consi- 
dère sur la surface , on passe à l'autre des deux iiou||dr.s infiniment 
voisines qni la coupent; que de celle-ei, et dans IcTBnne sens , on 
passe B la suivante , et ainsi de proche on proche d^ns toute l’clcudue 
de la surface , il est évident que l'on parcourra uue nouvelle surface 
dévTloppable } qui sera de même partout' perpendiculaire b la surface 
courbe , qui la coupera suivant une ligne de lu ^econde courbure , 
et cette ligne coupera toutes celles ,dc la première courbure à angles 
If»*"' Opérant de même , et dans le même sens , pour tous les points 
de la surface , ou aura la suite de toutes les lignes de la seconde 
courbure. Ces lignes diviseront de même la tm'facc courbe eu d’autres 
zones de largeur variable ; mais chacune d'elles sera perpendiculaire 
à toutes celles de l’autre courbure , et réciproquement ; en sorte que 
ces deux suites de courbes (Avisèrent la surface courbe en élémens 
qui pourront être regardés comme rectangtdaires. Eclairctssons ceci 
par un exemple simple. 

Soit une surfece quelconque de révolution ; si de 5un de ses point) 
on passe dans le plan du méridien à un point infiniment voisin , les 
deux normales conséçnlives se couperont , puisqu’elles seront com- 
prises l'une et l’autre dans le pian même du méridien. Si du premier 
point l'on passe à celui qui est infiniment voisin dans la direction 
4n parallèle , les deux normales consécuûves se couperont encore , 
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puisqu’elles passeront toutes deux par le même point de Taxe. Mais , 
dans quelqu’autre direction que l’on passe d’un point à un autre , les 
deux normales couperont l’axe dans des poinft diflerens, et ne ' se 
rencontreront pas. Les méridiens sont donc les lignes d’une des cour- 
bures , et les parallèles les lignes de fautre. Chacun des méridiens 
coupe tous les parallèles à angles droits , et réciproquement ; et les 
deux suites de ces lignes divisent la surface courbe en élcmens qui 
peuvent être regardés comme rectangulaires. 

Nous avons vu que l’équation (/î) exprime le rapport qui doit exister 

dy . 

entre et les cinq quantités p, q, r„s, t, pour que deux normales 

consecutives se coupent : clic est donc celle de la projection de la 
ligne de conrhure'‘sur le plan des x et j-. Donc , si après avoir dif- 
férentié deux fois l’équation donnée de la surface courbe , pour 
obtenir en * , jr les valeurs de p , q, r, s, t, on substitue ces valeurs 


dans (E) , on aura en a; , -j— une équation aux diflërences ordi- 

naires qui sera celle des projections des lignes de courbure. Mais 
' ' ' ' . <h . . 

cette équation est du second degré par’ rapport > lorsqu’on 


l’aura intégrée et complétée par une constante arbitraire que nous 
représenterons par A,' cette consfanie sera élevée au second degré 
et l’intégrale sera généralement de la forme « 




dans laquelle les deux fonctions f, f seront données par l’intégration. 
Si donc on veut déterminer quelle doit être la valeur de cette cons- 
tante pour que la ligne de courbure individuelle soit celle qui passe 
par un point donné sur la surface et correspondant a. x — a, y ^ 
il iàudra substituer ces deux valeurs particulières de x , j' dans l'in- 
tégrale, qui deviendra 


A' — Ai {a, J) -4-/(0, t) = O, 


et & laquelle la constante A doit satisfaire. Mais cette équation fournit 
pour A deux voleurs que nous pouvons représenter par F (o, t,). 
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et F {a, k) et qui ne différeront entre elles qde par les valeurs du 
radical ; si dune on les substitue successivement dans riuiégrale ,■ on 
aura, les deux équations 

[F(a. &)],•+ [F(p,t)]f(x,j:)+/(,-r,^ ) = O . . .‘(O) 

[F(o,i)]-+[F(«,&)]f(*,^)+/(a:.;^) = o ...(//) 

qui seront celles des deux lignes de courbure qui passent par le point 
donné. ?ious aurons occasion, par la suite, d’éclaircir ce procédé 
par des iqiplications. 

Si dans l'équaliou (£) des lignes de courbure on substitue pour 
r, t leurs valeurs prises dans dp^rdjc-^sdx; dq =sdx-\-ldj-, la 
quantité s disparoit en même tems ; et au mojfen de dis=pdx-\-qdj', 
cette équation prend la forme ^ 

^ ' I 

«ÎP (<(r + =dq(dx+'pdz) (£) 

sous laquelle nous verrons qu elle se présente souvent , et qu’i( est 
necessaire de counottre > ■. 

V, 

. .1 

Nous avons vn qu'à chaque ligne de cunrbure correspond une 
surface développbble normale à la surface courbe , et qui est le lieu 
de toutes les normales qui passent par la même ligne de courbure. 
Pour toutes les lignes de la première courbure on a donc une suite 
de semblables surfaces développables qui ne diffèrent entre elles que 
par une certaine, constante , et cette constante peut influer en même 
tems et sur leur forme et sur leur position. Pour toutes les lignes 
de la seconde courbure on a de même tme antre suite de surfaces 
développables normales, qui ne diflèrent entre elles que par une 
autre constante. De plus , les deux surfaces développables normales 
qui passent par le même point de la surftee, se coupant dans la 
normale qui leur est commune, et étant perpendiculaires l’une à l’autre, 
il s’ensuit que chacune des surfaces développables de l’une des suites 
rencontre tontes celles de fantre suite en lignes droites, à angles 
droits , et réciproquement. Les deux suites de surfaces développables 
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divisënl donc l'espace en élémens inriiiiinem cli-oîls dans les sens 
dis deux couilnires , indélinis dans' le sens de la noianale , el ter- 
mines par quatre plans rectangulaires entre eux , et par quatre arêtes 
iudélinies et eu lignes droites. 

11 est facile d'appcrceroir qu’étant donnée 4a surface d'unfe yOûte , 
la manière la plus naturelle de fa diviser eu voussoirs par des jiints , 
est de prendre pour joints les surfaces dés’eloppables normales à la 
surface de la s'onte , et espacées entre elles , dans chaanie des deux 
suites , d’ttnc cpaittité finie et dépendante de la nature des matériaux^ 
Ces joiuls seroient tous perpendiculaires à la surface , et rectangulaire» 
entre eux ; les Toossoirs n’auroient par conséquent que des angles 
droits ; lès joints qui seroient engendrés par le monTement d’une 
ligne droite seroient de l’espèce de ceux auxquels on donne le nota 
de rég/és , et par conséquent d’une exécution &cile. D’ailleurs, si 
les joints étoient appareils sur la surlace de la voûte , ils j iraceroient 
des courbes toutes rectangalaires entre efics , et qui , dépendant de 
la nature môme de la surface , en rendroient la génératrice plus 
apparente : enfin ces lignes clles-mômcs diviseroient la surface de 
la voûte en compartimens tous rectangulaires et susceptibles dune 
décoration bien ordonnée et propre à la surface. 

Les deux équations {B), (C) étant en jc', j \ *' celles de la normale , 
il est évident que si fon «ssujéiit cette normale à se mouvoir dans 
la surface développable d’one des courbures , elle passera par la ligne 
de cette courbure, et les deux quantités x, j anrom entre elles lar 
relation exprimée par celle des deux équations (G), (H), qui est 
rcktive à cette courbure. Donc , si des trois équations (B) , (G), (O) 
et de celle de la surface courbe on élimine x, y, x , on aura: eu 
x',y*, a, b, pour une des courbures, i'équatien de la surface 
dévdoppoble normale qui passe par le point déterminé par xsza, 
y^i- Et si l’on élimine de môme x ,^, s entre tes trois équations 
(B), (G), (H) et celle de la surface courbe, on aura eux', y, s', a, b. 
pour Fantre coorbnrc , la Mr&co développable nomole qni pacte par 
le même point. ' . . - > . > - 
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Cliflclitic des surfaces dcveloppatles normales d’une des suites a son 
arôte de rebroussement particulière, qui, étuiit le lieu des intersections 
successis es des normales consécutives pour une ligne de courbure , 
est évidemment le lieu des centres d’une des courbures de tous les 
points de la surface qui sont sur la même ligne de courbure. Si l'on 
considère donc le aynèmc des arêtes de rebroussement de tontes les 
surfaces développables normales d’une même suite , ce système for- 
mera une surface courbe qui sera le lieu de tons les centres d'une des 
courbures de la surface courbe. De la même manière , le système 
des arêtes de rebroussement de toutes les surfncCs développables nor- 
males do l’autre suite formera une autre surface courbe , qui sera le 
lieu de tous les centres de la seconde courbure de lu même surfitee 
courbe. Ces deux surfaces des centres de courbure d’une même surface 
courbe , qui , dans qnclques cas particuliers , peuvent avoir leurs 
équatioiis sêparéea , mais qui , en général , sont des nappes différentes 
d^une même st^face courbe, «t comprises dans nne même équation 
élevce , sont par rapport à la surface courbe ce que les déreloppées 
sont par rapport aux lignes courbes. 

Les trois équations (B), (C), {D) donnant les coordoimées if 

dti centre de courbure correspondant au point de la surface courbe 
déterminé par les valeurs arbitraires de x et y , il est évident que si 
entre les trois équations (S), (C) , {D) et celle de la surface courbe on 
élimine x, j, t, l’équation résultante sera en oc', y, t! celle de la 
surface des centres de courbure. 

Loi'sque l’équation du second degré (D) , après la substitution des 
Valeurs de p, q, r, t, l en x, y, sera divisible en deux fucteuis 
rationnels , c’est-à-dirc , lorsque les quantités x , pourront sortir 
toutes de dessous le radical ; en opérant , comme nous venons de le 
dire , pour chaque facteur en particulier , on aura les équations 
séparées des surfaces des centres des deux courbures , ces deux 
surfaces seront alors distinctes j elles pourront même être totalement 
indépendantes si la quantité qui est sous le radical est un carré 
parfait , ou n’étre liées entre elles que par une relation entre leurs 
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paramètres , si la quantité constante qui est sous le radical n’est pas 
un caiTc parfait. Mais lorsque x et y ne pourront sortir enticreraent 
du radical , on ne pourra opérer que sur l’équation du second degré 
(JD) elle-même ; le résultat de l’éliinination eu x', y, z', sera d’un 
degré pair ; les surfaces des centres des deux courbures ne seront 
plus distinctes , et elles seront les nappes différentes d’une même 
surface courbe , produites l’une et l’autre par une même génération. 

De ce que chaque normale est tangente en meme tems aux arêtes 
de rebroussement des deux surfaces développables uorinalea dont elle 
est l’intersection, il s’ensuit quelle est en même tems tangente aux 
deux nappes de la surface des centres de courbure; de plus, chacune 
de ces nappes est l’cuvcloppc de toutes les surfaces développables 
normales d’une même suite ; ainsi , tout plan tangent à une de ces 
surfaces développables sera aussi tangent à la nappe que cette surface 
touche; donc, si l’on conçoit par la même normale les deux plans 
langens aux surfaces développables dont eJle est l’intersection , ces 
deux plans , qui d’ailleurs sont à angles droits , seront tangens , l’un 
à la première nappe de la surface des centres , et l’artro à la seconde. 
Donc , la suaface des centres de courbure d’une surlhee courbe jouit 
de cette propriété remarquable , que , de quelque part qu’on la con- 
sidère , les contours apparens de ses deux nappes paroisseiit toujours 
se couper à angles droits. 

Il suit de là cpie toute surface courbe n’est pas habile à être la surface 
unique des centres de courbure d’une autrq surface. Il faut pour cela , 
1°. que son équation algébrique soit d’un degré pair; 3°. que les 
contours apparens de scs deux nappes soient rectangulaires entre eux. 
Toutes celles qui ne remplissent pas ces deux conditions ne peuvent 
former que la surface des centres d’une des courbures , et doivent 
être conjuguées avec une autre surface courbe , qui sera celle des 
centres de l’autre courbure , et pour laquelle il suffira que les contours 
apparens de l’une et de l’antre soient rectangulaires , de quelque point 
qu’on les regarde. 

Si, sur la nappe des centres d’une des courbures, on considère 
une quelconque des arêtes de rebroussement dont elle est le lieu , 
•elle arête sera, entre deux quelconques de ses points, la ligue la 
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plus courte que l’on pourra tracer sur la nappe. Eln efTct , le plan 
oscillateur de cette aréle , c’est-à-dire , le plan qui passe par deuic de 
ses tangentes consecutives , est tangent à la surface développable à 
laquelle appartient üaréte , et qui est le lieu de ses tangentes : il est 
donc tangent à' la nappe des centrés de l’antre courbure, cl par con- 
séquent normal à la première nappe au point d’osculation. Or la ligne 
dont le plan oscillateur est normal à la sur&ce au point d’osculation , 
est la plus courte que l’on puisse tracer sur cette surface entre deux 
quelconques de scs points ; ou , ce qui revient au même , elle est 
celle que traceroit un fil tendu entre ces deux points. Car si l’on 
conçoit un fil appliqué sur cette courbe , Coïucidant avec elle , et 
tendu à ses deux extrémités par des forces égales , la résultante des 
tensions de deux élément conséentils sera dirigée dans le plan de ces 
deux élémens , c’est-à-dire ; dans le pian oscnlaieur normal à la 
surface ; et parce que ces deux tensious sont égales entre elles , la 
direction de la résultante partagera en deux partim égales l’angle 
formé par les deux élémens consécutifs : ainsi cette résultante sera 
normale à la surface , . et sera entièrement détruite par la résistance 
de cette, s^face; le fil.n’atn tendance à s’écarter de la 

courbe sur laquelle il Aura été appliqué, et avec laquelle il co'fncidera 
toujours. . Tl 

Si les deux nappes des centres de courbure se coupent quelque part , 
elles se couperont à angles droits, et la courbe de leur intersection 
sera le lieu des centres de courbures sphériques de la sur&ce ; car 
chacun des points de: cette ligne se trouvant en même temssurles 
nappes des deux courbures , sera le centre commun des deux cour- 
bures qui , au point correspondant de la sur&ce , sont égales entre 
elles, comme celles d’une sphère. De plus, si l’on conçoit toutes les 
tangentes 'à la courbe d’intersectioa des deux nappes, chacune d’elles 
sera normale à la surface , et la coupera en un point pour lequel les 
deux courbures auront même rayon et même centre. courbe qui 
sur la surface, passe par tous ses points, est une Kgne remarquable; 
c’est la ligne des courbures sphériques , qui ne coïncide avec aucune 
des lignes de coqrburc, et qui sur la surface coupe toutes celles de 
l’une et de Fantie espèce. On aura l’équation de cette courbe en égalant 
entre elles les valeurs des deux rayons de courbure , c’est-à-dire , on 
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cgalunl à zévo le rodical de l’équalion (/)) , ce qui donne 

• [(' +7’)'-—V7^ + ('+/'’)^]* = 4 ('■' — ■»’)(' + 

11 est bien évident que la ligne des courbures sphériques sur la sur&c« 
cat une développante de la bgne des centres de couii>ure sphënque 
Ou de riutersecliou des deux nappes des centres. Ainsi , après avoir 
fixé un (il en un des points de l'intcrseciion des deux nappes des 
contres , si , en le tendant » on le fait ntouvolr de manière qu’il s’en- 
veloppe sur celte intersection , et que la partie rectiligne du (il soit 
toujours tangente à cette courbe ; un des points de ce (il parcourra 
la ligne de courbure sphérique. Mais si , en tendant le (il , on ne 
s’assujétit à aucune condition , et en supposant qu’il n’exerce aucun 
fixtttement sur les nappes des centres , dans quelque position qu’on 
le considère , il sera divisé en trois parties ; la première sera enve- 
loppée sur une partie de l’iiiterscction des deux nappes ; la seconde 
t * sera pliée et lenduesur la nappe desoentres dont lefil se sera approché , 

et sera appliquée sur une des arêtes de rebroussement dont celte nappe 
est le lieu , et ces deux parties de courbes se loucheront à leur point 
commun ; la trobième partie du (il en ligne droite sera tangente k 
cette arête de rebroussement , et normale à la surface; en(in le même 
, point du ül sera sur la surface clle-mémc. Ainsi , en agitant le fil 

constamment tendu , on pourra transporter le mémo point du iU 
successivement sur tous les points de la surface. 

On voit donc qu’une suriace quelconque peut être engendrée par 
les doux mouvemens continus du point d’un (il tendu qui s’enveloppe 
• sur les nappes dos centres , de même qu’une courbe plane peut être 

engendrée par le point tendu d’un (Il qui s’enveloppe sur la déve- 
loppée de la courbe. 

^’ous allons actuellement nous occuper de la génération des surfaces 
courbes d’après les propriétés de leurs Ugnes de courbure , de leurs 
rayons de courbure , etc. iSous aurons souvent occasion d’employer 
' les équations rapportées dons ce paragraphe. 
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S- XVI. 

DES LIGNES DE COURBURE DELA SURFACE DE LELLÏPSOIDE. 

'D,> . ' *>31.iIUf ci Sili UOÿill j' 1 1 lO'CII'Mi It; 

ji iifc p>i !il-.îj<r:'jl>ie£io-j )> , t_,x f’i| kjl't3'i lio^ i ilom n 

uoitcupi fN 4 iJfOq cTui nu nii^iigl • l> * •ij/pno i'-ir; n 

Après avoir porté de part ci d’autre de l’origine , sur la ligne des x 
une première droite a, sur la ligne des y une seconde droite b, et 
sur la ligne des s une tcoisième droite c/«e qui détermine six points 
placés de selle jtianière que chacun des trois plans rectangulaires en 
contient quatre : si l’on conçoit dans chacun de ces plans une ellipse 
dont les quatre points compris dans ce plan soient les quatre sommets , 
chacune de ces ellipses , que nous nommerons ellipses principales , 
aura pour demi-axes deux des trois droites a , , o , et leurs équations 

*®*’®®* ihdiun jtqiM > 1 -<:?>. 'UoUi ■ ts 

a' t' c'x’ =s c'a' 

• lOIli II)’ ' llli U I 

Ensuite , si l’on conçoit qu’un plan se menve parallèlement a l’un 
quelconque des plans rectangulaires , dans diacune de ces posiüons 
il coupera deux des ellipses principides chacune en deux points', 
ce qui déterminera quatre points dans ce plan • enfin , si l’on conçoit 
l’ellipse dont ces quatre derniers points scroient les quatre sommets, 
le lieu de toutes les ellipses construites suivant la môme loi que la 
dernière , sera la surface de l’ellipsoïde dont nous nous proposons de 
trouver des lignes de.courburo ; ou , ce qui revient au même , cette 
surface peut être regardée comme engendrée par le mouvement de 
la dernière ellipse , qui est en même tems variable de figure et de 
position. 

11 est évident , d’après cette génération , que la surface est symé- 
trique par rapport k chacune de.s trois lignes des ce , des et des z , 
sur lesquelles seront placés ces trois axes , et que les grandeurs de cas 
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axes seront respoctivcmcnt ai , ac. De ces trois axes nous sup- 
poserons que le premier soit le plus grand et que le dernier soit le 
plus petit. I ■' g' ^ 

II. 

■ ’ :■ r - ; ■■ 

Pour trouver l’équation de la surface de l’ellipsoïde , supposons que 
le plan mobile soit parallèle à celui des et con$idérons-le lorsqu'il 
est à une distance quelconque a de l’origine , on aura pour son équation 


l’on trouvera les coordonnées des points daoB- lesquels il coupe afors 
les deux ellipses principales , rà faisant s =3 a dans tes équations dé- 
cès deux courbes, ce 'qui donnera ' * ■ ' 
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et CCS valeurs de x et y seront les demi-axes de l’ellipse mobile',' dont 
l’équation sera par consiVpjune: l 'i. -f- ' 
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b'c'æ' -{-‘d'e'j-* a’). 

* " . . * T ■* * ' * *> 

Ainsi celle équation et celle du plau mobile sont les deux équation» 
de l'ellipse mobile con^iidcréc dans l’espace et d.pu la ligure i airqi 
que la position , sont deterininées par la voleur de «t. ,Oonc , pour 
avoir l’équation de la surface engendrée par le mouvement de celte 
courbe , il faut éliminer a entre ses deux équations i ce qjui donne 
pour équation de la surface de rdlipsoide ... , i,..,'. . , 

- 1 - a’cy^ -t- «’é’r’ = u'b'c'. 

Si le plan mobile eût été parallèle au plan des x , s , ou à celui des 
J , i , on auroit eu le même résultat , et l’on aurait par conséquent 
engendré la même suriiice. ’ ' - * 

III. 


Pour avoir l’équation des lignes do courbure , il faut différentier 
deux fois celle de la surface , allô d’obtenir les valeurs dep, q, r,s,lg 
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et substituer, cas valeurs de Inéquation (£), pag. 109., des liguas de 
çqurbure. Or, par la , dificrentiatiofc , > l’on trouve 
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substituant donc ces valeurs dans réqualioii (£) , 

- ' • , • . . i • . 

^K« +9>) r— K' + P’) »—W] =0- 

et chassant , au moyen de l'équation de la surface , les z qui ne se 
détruisent pas , on aura , pour les projections des lignes de coui-buré 
sur le plan des .r ,j-, l’équation aux tüdÜFeBces ordinaires à deux 
variables " 


— ®*K7" — c')T’—af(b’—c')y' — a'b‘{a'~b')]-U>'{a''^')xjr=a‘ 


dx‘ dx 
qui , en faisant pour abréger 


devient 


O’ (i’ — e‘) ^ a‘ (a‘ — b') „ , 

A>(û* — c‘) — 


a* — c* 




•b 




(*• — /fy* — -B) — 3cy =s O 


et qu’il s’agit d’intégrer. ‘ ■ ■ > 

IV. 


Cette équation étant élevée , on doit la regaider comme résultant 
de rapports non linéaires établis entre les constantes qui complétoient 
lea intégrales du premier ordre d’nne équation diflérendelle d’un ordre 


( ) 

rapérwnr. 11 faat donc chercLer cette équation d’un ordre snpériear, 
en ^ éliminant successivement de^ constantes per b diiférendation 
l’intégrer ensuite jusqu’aux quantités finies ; ce qui introduira autant 
de constantes arbitraires de trop que l’on aura différentié de fois, et 
trouver enfin les relations qui doivent subsister entre ces constantes 
arbitraires pour que la proposée soit satisfaite. 

Différcntiant donc la proposée , on trouve 

S -Ê + (^ -g;- + . ) (x ^ -r)=<s 

et éliminant une des constantes A , B , l’autre disparolt aussi , et 
l’on obtient l’équation aux dilTércnces secondes 

xyiidy + âj {xdy —jdæ) = o , 

qui est linéaire , et qui peut être mise sous cette forme 


dont l’intégrale est 


i ddy + djd = Or 
t 


/I -étant la constante arbitraire introduite par l'Intégration. - 

‘ dr 

On pourroit des à présent substituer dans la proposée ponr 

sa valeur tirée de l’intégrale , et l’on auroit l’intégrale demandée com- 
plétée par la constante arbitraire fi; dans ce cas même Topération 
scroit très-simple ; mais en général il vaut mieux remonter directe- 
ment aux quantités finies , ce qui donne toujours l’équation la phn 
simple , et déterminer les valeurs des constantes surnuméraires de 
manière- que la proposée soit satisfoite. 

Intégrant donc encore une fois , on trouve . > 

J' — fix' + y, 

équation d’une section conique concentrique à l'eUipsolde, dent les 
axes sont dirigés suivant la ligne des x et celle des jr , pour laquelle 
les grandeurs des axes sont arbitraires, et qni peut être une ellipse on 
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one hyperbole , suivant le signe de la ccuistante Mais unns ne devons 
avoir qu'une setde arbitraire ; donc des deux axes de la section conique 
il n'y en a qu'un dont nous puissions disposer ; l’autre dépend du 
premier , et cette relation doit être telle que la proposée soit satisfaite. 

Pour trouver cette relation > soient m, n les grandeurs des dcnii-axes 
de la section conique , son équation sera 

7i*jc* ± my' = m’d* , 

rt 1/ 

le signe supérieor étant ponr les dlipses , et l’inférieuF pour les hyper- 
bolcs . en la différentiaot ^ trouvera 


Ai.-, ■ 


•= *'J fl' , 

'/ Jitc ntlfj 


laBtdiri' “ 


, , - J- „ «fl i'TlI 

substituant pour y et leurs Tsfeum4nt la prcqtosée , x 

rottra aussi , et Ton trouvera que pour que cette équation soit satisfidte , 
les deux déminés m, n, doivent avoir entre eux la relation suivante 

■ ■ i ( ' t» -r . 

Ces demi-axes pour chaque ellipse sont donc les coordonnées d’un 
point d'une même hyperbole déterminée , et pour chaque hyperbole les 
coordonnées d’un point d’une même ellipse déterminéej cette hyperbfle 
déterminée et cette ellipse étant d’ailleurs l’une et l’autre concentriques 
à l’ellipsoïde ; ayant de plus les mêmes axes , dirigés , l’un suivant la 
ligne des x, l’autre mvant la ligne desy; et les grandeurs de ces axes 
étant , pour la moitié du premier , ^ (Jt) , et pour la moitié du second 

V{B) 

-^pc=. Enfin, remettant pour A «t B leurs valeurs, les grandeurs 

des denû-axes communs de l’ellipse et de l’hyperbole déütnaÎBées , 

t oV^fà» — 6») b^(a' — A*) "và V • . , 

seront respectivement ===== et / . - - IFoa suit la> 

y (a* — c*) V (è* — c*) 

construction suivante. 
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.V. 


Oir constmira une première liypci'bolc et une première ellipse, 
toutes deux couceutri(]ucs à Tcllipse principale , et dont les demi- 
a ^ fo* — b‘) 


axes communs seront 


I — k') 




dans le sens des ar , et . 


v/(F 


• dans le sons desj-, Noua dopnerons à ces denx courbes 


le nom d’iiyperbole et d'ellipse auxiliaires. Puis, si d’un point quel- 
conque de l’hyperbole on abaissedes deux coordonnées rectangulaires , 
ces coordonnées seront les demi-axes d’après lesquels , en construisant 
une autre ellipse concentrique , on aura la projection sur le plan des 
x , y , d’une des lignes de courbufc.da l’cUipsoïda. Coosypuiaatit de 
la nvéme manière tant d'ellipses qu’on voudra, on aura les projections 
de toute la suite des lignes d’une des coindmres de la stu-facc. î)c même 
si d'un point qn<'lc<inque de relKpsc auxiliaire , on abaisse les dcilx 
coordonnées reclangidaires, elles scrofules demi-axes d'une hyperbole 
concentrique J chacune des hyperboles construites de cette manière 
cOiipern-'toiites les ellipses et récipi'oqucnteM ; et leür systénie sera la 
projection de toute la suite des lignes de l’antre couiburc. 

La quantité (]' — étant toujours moindre que a' — C, il s’ensuit 
que l’axe eommiin de l’eltipse et de l’hyperbole auxiliaires , et qui 

à U , «’ — b') , . , . 

a pour expression , . . — r- , est plus petit que le grand axe 

c*) 


a a de l’ellipsoïde ; que , par conséquent , les sommets communs de 
CCS deux courbes tombent en dedans de l’ellipiie principale. D’après 
cela, il est évident <pie la plus petite des ellipses, projections' deS 
ligtics de courbure , a pour grand axe cet axe commun , et que son 
petit axe est nul : elle se confond donc avec la ligne des x ; d’où 
il suit que l'ellipse prinèipalc qui est dans le plan des , a , est 
elle-même une des lignes de courbure de la surface. A mesure que 
le grand axe des ellipses croit , le petit axe croit aussi j et lorsque 
le premier de ces axes est égal au grand axe de l’ellipsoïde , l’ellipse 
SC coufoud avec l’ellipse principale du plan des x,y, qui est donc 


( ra? ) 

aussi une ligne de coni^ure. Eireffet , si dans l’éqaation de l’hyperbole 
auxiliaire m‘~An' = B, on fait mszù, et si on remet pour A 
et B leurs valeurs , on trouve n = &. il est inutile de construire des 
ellipses plus grandes que cette dernière ; elles tomberoient toutes en 
dehbrs de l'eUipaoïde , et seroient étrangères à notre objet. 

On voit donc que ' chacun des deux sommets communs de l’hy- 
perbole et de l’ellipse auxiliaires est embrasse d’un même cdic par 
tomes les ellipses , qui se resserrent toujours à mesure qnc leurs 
sommets en approchent, et qui ne perdent leur petit axe que qtiand 
elles l’atteignent. 

Quant aux hyperboles , il est clair qu’aucune d’elles ne peut avoir 
dans le sens des x un axe plus grand que l'axe coramun de l’hyperbole 
et de l’ellipse auxiliaires. Celle pour laquelle l’axe a cette grandeur , 
a son auue axe nul , et se confond avec la ligne des x ; à mesure 
que cet axe diminue , l’autre augmente , de manière que lorsque 
celui-ci est à son maximutn , le premier devient nul à son tour , et 
alors les deux branches de l’hyperbole se confondent avec la ligue 
des'y.* Ainsi la troisième’ ellipse principdle est encore, comme les 
deux autres , une des lignes de courbure de la surface. Chacun dc.T 
sommets communs de l'hyperbole et d« l’allipse auxiliaires est em- 
brassé par toutes les hyperboles , mais du c(>té opposé à celui pour 
lequel les ellipses l’euibrassehit. Les hyperboles se resserrent à mcsuix* 
qu’elles approchent de ces points , et elles ne perdent leur petit axe 
que lorsque leur sommet les atteint. 

' Ces points vers lesquels et les ellipses et les hyperboles toui-nciit 
toutes leurs concavités , sont les projections de quatre points très- 
remarquables sur 'la surface courbe j deux d’entre eux sont placés 
au-dessus du plan des x , j , et deu^t au-dessous. Ce sont quatre 
ombilics autour desquels lès lignes des deux courbures sont pliées , 
toutés les unes d’un ctJlé , et toutes les autres du côté opposé. Ces 
lignes se resserrent à mesure qul-lles en approchciit, et dès quelles 
les atteignent clics changent d’espèce. 

VI. 

Les projections des ligues de comburc ne sont des courbes d’espèces 
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dificreuics pour lc$ deux courbnrel que piu«e que ie plan de pro- 
jection ii’est pas placé d'une manière symétrique. En etlèt, les trois 
axes de l’ellipsoïde étant supposés inégaux , c’est sur le plan , mené 
par le plus grand axe et par le moyen , qu’on auroil trouvé , par la 
même raison , des résultats absolument analogues ; mais en choisissant 
le plan mené par le plus grand axe et par le plus petit, les pro- 
jections de courbure sont de la même espèce ; elles se constpti^t 
toutes par la même loi , et leur construction est plus propre à être 
employée dans les arts. 

Pour avoir l’équation de la projection des lignes de courbure sur 
Je plan des x , z , il feut de l’équation de la snrfiice courbe 

i*c'x* + o’c’y’ + a'b'z' = a'b'c', 

éliminer y au moyen de l’équation de la projection sur le plan des x,jr 

± my s m'n} , , 

dans laquelle on a d’ailleuis entre les deux constantes arbitraires ira , n 
la relation suivante 

m* q: An* ss B , 

ce qui réduit ces constantes à nue seule. Cette élimination est rendue 
plus &cUc par l’équation identique 

Ab' + B = a' , 

et donne 

c’ (a’ — m') Bx' a'b'm* A' — a'c'm* (a* — »«’) i 

dans laquelle tontes ambiguités de signes se sont détruites. Or , 
nous avons vu que la quantité m , qui est l’axe dans le sens des x 
des sections coniques de la première projection, ne peut jamais excéder 
l’axe correspondant a de l’ellipsoïde; la quantité a' — m* sera donc 
toujours positive; et l’équation que nous venons de trouver sera 
celle d’une ellipse concentrique à la surlàce courbe , dont les axes 
seront dirigés suivant la ligne des x et celle des z , et qui ne changera 
pas d’espèce. Soient m' , n' les grandeur: des deux demi-axes de cette 


cJyUp^ei on aum 


m'* = 


( «9 ) 

* 

trm‘ 


B 


c' ( fl’ — m* ) . 

.... W ’ 

et élkamaM la constante m, qui est étrangère à la projection actuelle , 
on trouvera que les deux demi-axes de cette ellipse doivent avoir epire 
enx la Relation suivante 

C'Btnl' = osc*. 

Or, cette équation est elle-même en m'j rj , celle d’une ellipse dé- 
terminée ; donc , les deux demi-axes de cliacune des ellipses de la 
projection sur le plan des x , z , sont les deux coordonnées rec- 
tangulaires d’un même point pris sur une elKpse qui est la même 

O* 

pour toutes , et dont les demi-axes ont pour grudeurs 

dans le sens des n'. Enfin > 


dans le même Sens des ni , et ' 


remettant pour A B leurs valeurs, les grandeurs des demi-axes 

a V^( fl’ — c’ ) • 


de cette dernière ellipse sont respectivement 


■ {a' — C’) 


— i’') 


et 


; d’où Suit la construction suivante. 


VII. 


On construira nne ellipse auxiliaire concentrique à l’ellipse principale, 
et dont les demi-axes serott dans le sens des x, et 

c^(a' — c’ ) 

r — , dans le sens des z. Il suffira de construire un 

V ( ù’ — C’ ) 

qnart de cette courbe. Pms , d’un point quelconque de cette ellipse 
on abaissera les deux coordonnées rectangulaires , et l’on construira 
une ellipse concentrique dont les demi-axes, dans le sens des x et 

«7 


>3 
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dans celui des z, seront éganx à ces coordonnées respectives. Cette 
ellipse sera la projection d’une des lignes de courbure , et la suite 
de toutes les ellipses construites de cette manière sera la projection 
des deux suites des lignes de courbure de toute la surface de 


l’cllipsoide. Les demi-axes de l’ellipse auxiliaire 


— c* ) 
^ (a' ^ — b‘) 


et 


c ^ {a' — c’) 


étant plus grands (pic les demi -axes correspondans 


O et c de l'ellipse principale. Cette dernière ellipse est entièrement 
comprise dans la première. De plus , l’ellipse principale est elle-même 
une de celles que donne la construction précédente ; car si , dans 
réquatioiv de l’ellipse auxUiaire 


e' Bm’' + O* i* An!' = o4 c* , 


on donne à m' la valeur a du grand axe de l’ellipse principale , et 
en faisant usage de l'équation identique Ab* B = a' , on trouve 
pour l’ordouuée n' la valeur c du petit axe.. Donc , si , aux extrémités 
des deux axes de l’ellipse principale , on lui mène des tangentes , <x:s 
tangentes , qui seront d’ailleurs rectangulaires entre elles, se ren- 
contreront en un point de l’ellipse auxiliaire. Ce point de rencontre 
divise le quart de l’eUipse auxUiaire en deux parties , dont l’une sert 
à la construction des lignes de l’une des courbures, et dont l’autre 
sert à la construction d(» lignes de l’autre courbure. LJ 

Eu dlct , la partie du quart de l’ellipse auxiliaire qui avoisinè'^son 
premier axe , produit des ellipses qui toutes ont leurs grands axes 
plus grands , et leurs petits axes plus petits que les axes .corres- 
poudans de l'ellipse principale. Ces ellipses qui se Ecssemml à mesure 
que leur grand axe s’alonge , et qui se confondent avec la ligne des 
X-, lorsque le grand axe est égal à celui de l’ellipse àüxiKairc , di- 
visent l'aire de l’ellipse principale én zones dirigées dans le sens du 
grand axe, et sont les projections des ligues d’uuc des courbures. 
Au contraire , la partie du (piart de l’ellipse (jiii avoisine son secvbnd 
axe , produit des ellipses qui toutes ont leurs axes dans le sens dns 
X plus petits , et ceux dans le sens des^x plus grands quq les axes 
correspondans de l'ellipse principale. Ces ellipses , qui so resserrent 
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à mesure que l'axe dans le sens des * croit, et qni le confondent 
avec la ligne des z lorsque cet axe est égal à celui de l'ellipse 
auxiliaire, divisent l’ajre de l’ellipse en zones dirigées dans le sens 
de la ligne des z. Chacune d’elles coupe donc tonies celles de la 
première espèce en quatre points qui sont compris en dedans de 
l’ellipse principale -, donc , elles sont les projections des lignes de l’autre 
courbure. 

.VIII. 

Dans la dernière projection , si , par les extrémités des axes de 
l’ellipse auxiliaire, prises deux à deux, ou mène rjuatre lignes droites, 
ce qui formera un parallélogramme équilatéral , toutes les ellipses , 
projections des lignes de courbure', seront inscrites 'dans ce paral- 
lélogramme dont chacune d’elles touchera les quatre côtés. 

En effet, si de l’équation de ces ellipses 

n‘ X* -j- #7i'’ s’ = m’’ nf' , ^ 

on chasse la quantité ni' au moyen de l'équation de l’cUipsc auxiliaire 
, / • - 

- -■ c' -j- a’ b' An'' ■=. a* c' , 

1 , 

l’équation résultante ordonnée par rapport à n' 

* ' > 

a' b' An'* + n'* [c’ £x> — ^a'b' Az' — a+c*] +asc’z* = o , 

sera celle des ellipses, projections des lignes de courbure, et qui ne 
diflèrent entre elles que par la valeur particulière de la constante n'. 
Pour avoir l’enveloppe de toutes ces ellipses, c’est-à-dire, la ligne * 
qui termine l’espace qu’elles occupent sur le plan de projection, il 
lâut différentier cette équation en regardant n' comme seule variable, 
et éliminer n' au moyen de cette différentielle. Or , en différentiant 
on a 

a a' h' An/' + c* Bx' — a' b' A*' — a» c’ = o ; 

donc , en éliminant n'*, on aura pour équation de l’enveloppe 
tontes les ellipses 

[c* Bx' — a* b' Az' — as c* ]• — 4 a* b' c* Ai' = o. 




( ) 

Mais le premier membre de ceue équatio* est la difiërence de deux 
candi J 1 eqnatioa elle-même se décompose donc dans les deux facteurs 

c'Bx' — a'h'Ai' — a4c* -fi 3 üibez ^J/ï) — o , 

c'Bx' — a'h'Ai!' — a4c* — aal6c*^^=», 

qui , étant eux-mêmes chacun la düTérence des deux autres carrés , 
se décomposent dans les quatre facteurs 

~ cx^/'{B)~ ahzy/'JÂ)^a'c=o, 

— ex \f {B) -f- ahz ^{A) o*c = o , 

> ex /(êf) - oie V^-f- a*c = o ; 
ou rclucUüul pour ci B leurs valeurs 


• ex (a' — b') + az ^(6’ — c' j -f- ac a* — c') = o , 

— ex V^( O- — b>) — az — -f- ac >/ (a* — c- ) = o , 

— cx y/" ( a* — b‘ )-{- az ^ {^b' — c' ) -)- oc ^ (a’ — c’ ) = o , 

ex ( o- — ) — az V'" ( V — C-) ■+■ ac ÿ^(a‘ — c’) = o , 


qui sont les' équations des quatre droites menées par les extrémités 
des axes de l’ellipse auxiliaire, prises deux à deux. 


IX. 


I»a plupan des autres surfaces ont des ombilics analogues à ceux 
«|ue nous avons remarqués sur celle de l’ellipsoïde , et il est facile de 
trouver leurs positions avant même que d’avoir intégré l'équation 
des lignes de courbure; car les ombilics sont les points dans lesquels 
les lignes des deux espèces de courbure se cliangent l’une en l’autre, 
et 'pari conséquent pour ohacim dcscpids les deux lignes de courbure 
se confondent. Ces points sont donc ceux pour lesquels les deux 


ulcurs de qiic fournit l’équation générale des lignes de courbure. 
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sont égales entre. elles; eul’on aura une relailoa entre leurs Ooor' 
données, en égalant à zéro le radical par lequel ces deux valeurs 
didèrent entre elles. Fabons-en l’application au cas de l’ellipsoïde; 
pour lequel l’équation générale dilTércntielle des lignes de courbure 
est 






dx 


[x* jij' — B~\ — Xjr=0. 


Si , après avoir résolu cette équation du second degré algébrique , on 
égale à zéro le radical , on aura 

[x’ — Ay ^ Ax' J' O , 

dont le premier membre est la somme de deux carrés , et qui ne peut 
rien exprimer de réel, à moins qu'on n’égale à zéro la racine de 
chacun de ces carrés ; ce qui donne en même tenu les deux équations 

x'jr‘z=o, 

x'—Aj'—Bz=o; , I 

mais la première de ces équations a elle-même deux Acteurs qui" 
peuvent avoir lieu séparément ; donc , nous avons deux cas à 
considérer; i“. le cas où l’on anroit "en même tems = o et 
o* — Aj' — B = 0/ celui où l’on auroit en même tems x = o et 
X’ — Ay' —5 = 0. • 1 • J : . • . , 

Le premier cas donne ' ' ' ). • 

' )c : . . .-K.! . ; . • , 

j- = 0 etx = /^= • ■ . 

I ' - I 

I T 

Ce sont' les coordonnées qne nous avons trouvées pour les projections 
des ombilics sur le plan des x, y. ' . i ■ . 

Le second' CBS donne i ii . .i ■. i ;-i 

■ ’ X = o et r = • - ^ ^ (— I ) >1 . ■ , 


q^ sont les coordoniKes d’un point imaginaire". 'Amsi , il n’exbtc pas 
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sirr la 'sni'focie d’antres ombiHcs ‘que cetBt que nons''‘avon5 consi- 
drt-ci'.-' ‘ ‘ ' ; ■ ' ■ '■ • ■ 

?<biis' aurpns occasion, ^.insla snlic, de voir des surfa'ccs dont tous' 
iès'pofnis sont de' semblables ombilics. ^ • 

.S’il ûtuit question, de voûter, un espace circonscrit en projection 
liorisoiitale par une ellipse , on ne pourrpit pas donner à la voûte 
une surface plus convenable que celle de la moitié d’une ellipsoïde 
dont une des clUpses principales coïncideroit avec l’ellipse de la nais- 
sance ; et en supposant que cette voûte dût être evecutee en pierres 
de ttûllc , 'd fatldi-oit que la division en voussoirs fût opérée an irioyen 
«les lignes de courbure dont nous avons donné la construction , et. 
«pré les joints fiisseut les surfaces développables nomades à la voûte. 
Les lignes de division en voussoirs traccroipiit sur la surface des 
comparlimcns rectangulaires susceptibles de décoration ; et ces eorn- 
partimens eux-mémes n’auroi«mt' rieu de faniastitpie , puisqu ils ne 
seroieut qu’une suite nécessaire de la première donnée, qui est une 
ellipse; mais la déslînauon de cet emplacement pourroit influer sur 
Ip choix de celui des trois axes qu’il fau«lroît placer verticalement. ^ 

41 n’y aurqit au«:un£ raison pour f^irc l’axe vertical égal à l’un 
des deux axes horisontaux; ainsi les trois axes seroient inégaux. 
Dans celte hypothèse , l’axe vcrücal pourroit être plus grand que 
les deux autres , c^alors ja voûte saroit surmonléè; il pourroit être 
plus petit , et la' voùtc_ s'éroit surbaissée : enfin , il pourrroit être 
compris entre Tes deux aqârës, et la voûte seroit moyenne. La voûte 
surmontée auroit en général plus de harebesse et plus de dignité ; et 
si la naissance' étoit cile-méme à une grande hauteur , quelle que fût 
d’ailleurs la destination de l’emplacentent , ce seroit la voûte sur- 
momée qu’U feudroit employer , parce que sa grande élévation fai^t 
paroltre ses dimensions vcrücales plus petites qu’eUes ne serment 
réellement , écraseroit trop tme voûte d’une autre espèce. La voûte 
surbaissée, en diminuant le volume de l’air,compris dans l’empla- 
cement, seroit plus favorable à la voix d’un orateur. Si l’emplacement 
devoit être éclairé par deux lustres suspendus à la voûte , ü fcudroit 
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qoe céftÉ toAfe ftt ou sulNnontë« ou snrbais»^* parce que , dans ces 
deux ca*', sa surftCe auroit deux ombilics placés symétriquement au- 
dessus da^' grand axe de l’ellipse horisomale, et que ces ombUics, 
rendus trés-apparens par les comparrimens qui se disuibucroient 
amour d’eux , seroient les points napirds de suspension : alors , on 
pourroit di^toser du rapport entre les trois axes , pour que ces points 
fhssem espacés d’une manière convenable. * 

An contraire, si f emplacement devoit avoir quatre grandes onvei'- 
Inres , ou si la voftte devoit être portée par quatre grouppes de colonnes , 
on enfin si , dans la décoration intérieure , on>«Biployuit quatre sup- 
ports distribuée symétriquemont , il faudroit choisir la voùlc moyenne 
pour laquelle les quatre ombilics sont toujours dans la naissance, et 
placer les massifs ou les supports anx quatre extrémités des axes , parce 
que c’est aux environs de ces quatre points , et loin dos ombilics , que les 
lignes de couihure , rendues apparentes par la décoration de la voûte , 
et qui d’ailleurs rencontrent toutes verticalement la naissance, s’écartent 
plus leutement de la ligne de plus grande pente de in surface, b 

■' ; -II' : 1>l t. ! , . : ■ ’d <1 . Hit - Il tt'lJ 

'.•■i .■ ! •• ' 1. . • / . ' I ■: X ■ •.< .... 

» ' ► . 

On s’occupe aujourd’hui de la constnictiou de saUcs pour les deux 
Conseils de la législature ; les cmplacemeiis dont on a pu dispu.ser 
jusqu’à présent pour de semblables salles , ont forcé de donner à l’ am- 
phithéâtre moins de pknibndeur an face de l'orateur que sar les côtés ; 
mais l’expérience ayant prouvé que la voix se porte à une plus grande 
distance en face , il paroU que c’est une disposition toute contraire 
qu’on devroit adopter. De toutes les formes alongées qu’ou pourroit 
donner à l’amphithéAtre , il n’y en a ancunc dont la loi soit plus simple 
et plus gracieuse que l’ellipse : il laudroit donc que la salle fût ellip- 
ôquo, et qu'elle fût couverte par nne voûte en ellipsoMe surbaissée. 

Le service des assemblées législatives exige un emplacement pour le 
bureau, en avant duquel est la tribune de l’oratenr. En pk^-aut le 
bureau à un des sommets de l’ellipse, on pourroit lui consacrer un 
espace suffisant pour kt commodité du service , et l’orateur se trouveroit 
naturellement placé sous un des ombilics de la voûte : l’amphithéâtre 
n’occuperoit que la partie qui est en avant. Une galerie qui feroit le 
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tour entier de la MÜe, et qui «eroit asscs élevée pour être ués-ditti^^ 
de 1 omphiUié^e , ibumir^U places au ptihlic.. j^ealle , qi^i p’^cqit 
ui tribune ni aucune espèce d'irrégula|ité , pourroit être décortW ffV 
des colonues» à cbacune desquelles corrcspondroitiuie ikBriVucedela 
voûte « pliée suivant la ligne de courbure ascendante. , Toutes g<^ 
nervures • yenticalies .à leur nnissance> se courberoicui ontjOur de b’un 
ou de l’autre ombilic, pour redescendre eusuite à>.plaaib sv>r les 
colonnes opposées, et elles seroieut croisées perpcudiculairen>cnt par 
d'autres nervures pliées suivant les lignes de fautre courbure. Les 
intervalles de ces; ueevures pourroient être à jour., soit pour éclairer 
la salie,, soit pour donner des issues à l’air, et formeroient un vitrage 
moins laniasûque que les roses de nos ^liscs gothiques. Ealin, deux 
lustres suspendus aux ombilics de U voûte, et à la ctuq>ens«i>n desquels 
la voûte entière senibleroit concourir,^ serviroient 11 éclairer la salle 
pendant la uuit ,• 

Mous n’entrerons pas dans' de plus grands détails à ect égard; il nous 
suilit d’avoir indiqué aux artistes un objet simple , et dont la décoration, 
quoique très-riche; pourrait n'avoir rien d’arbitraire, puisqu’elle con- 
sisteroit principalement à dévoiler à tous les yeux une ordonnance 
très-gracieuse , qui esc dans la nature même de cet objet. 


EXPLICATION DES FIGURES. 


FIGURE' I«. 

-P 

Lu figure 1'*. représeiiic les projectious des lignes de courbure de ■ 
suriace de l'ellipsoïde sur le plan qui passe par le grand axe et par 
Taxe moyen CD. Lorsque la voûte est surbaissée , ce plan est celui de 
la naissance ; c’est le cas que nous avons supposé dans l’article 2Ü. 

GLO est le quart de l’ellipse auxiliaire ; OHl est une partie de fhy- 
perbole auxiliaire, il suilit, pour cette «leruière eourlw, de couscruire 
l’arc qui correspond à la partie OB du grand axe. nllipTr et oetie 
hyperbole ont les mêmes axes, dont les nMitics sont^ÉÛ , KO , et tioat 
nous détaillerons la constraction tlaut h figer» il*; ils 


C «s? ) 

Les elKpses , telles que MN M'PP , sont les projections des lignes 
d'ane des courbures : leurs sommets ilf, N , se construisent pour 
chacune d’elles , en abaissent d’«n point U , pris sur l’hjperbole 
Auxiliaire , les coordonnées rectangdlaires f/M, HN. Il peut arrirer 
que de ces-deux points M, iV, l’uu s<^l dctcimiué par d'autres consi- 
dérations. Par exemple , en regardant ees lignes de courbure comme 
celles qui divisent en voussoirs la surface d’iinc voàte , on peut desirer 
que les hauteurs des assises successives dillercnt entre elles le moins 
possible. Dons ce cas , on pourroil diviser la derai*cirronrérencc CDE 
de l’ellipse verticale en parties sensiblement égales entre elles , et pro- 
jeter ces points de division'sur l’axe CD , ce qni , pour chaque ligne 
de courbure correspondante , détermineroit le poim IH. Alors , pour 
trouver l’autre sommet iV de lu ménic ellipse ,il budroit , par le point 
mener A/tf parallèle à jélt , la prolonger jnsqn’à la rencontre de l’hy- 
perbole auxiliaire , et du point If d’intersection abaisser sur la 
perpendiculuirc JJN , qui détennincroit le point N. 

Los hyperboles, telles (^ncSPUS'DR , sont les projections des lignes 
dcfaulrc ouuibure. Les extrémités P, Q , de leurs axes se construisent, 
pour chacune d’elles , en abaissant d’un même point L, , pris sur 
l’ellipse auxiliaire, les coordonnées rccUuiguliiircs LP, Üausia 
figure 11'. uous indiquerons comment on construiroit ces points s’il 
£Jluit que l’bypcrbolc passât par un point détermine R de la naissance, 

'O et (y sont les projections des ombilics. 

FIGURE 

L'objet de la figure II». est de donner les détails de la constmetioa- 
des extrémités O , G , des axes communs de l’ellipse et de l’hyperbole 
auxdiaii es. Soient ./4Z7P la moitié de la grande ellipse horisontale qui 
passe par les naissances de la voûte surbaissée ; F, F, ses foyers ; AFe, 
le quart de l’cUipse verticale dont le plan passe par AB ; f, f, ses foyers, 
DUE , l’ellipse qui passe par XD ; «y un de ses foyers. Pour construire 
le point O , on portera A f et XFsur l’autre axe , de Aen f' et F' ; on 
mènera la droite f' P, et par le point F' on lui mènera la parallèle F' O, 
qui , par son intersection avec l’axe AB , déterminera le point O. De 
même , on portera i^sur l’autre axe , de £ en y' ; on mènera la droite 

iS 


I 


( ) 

fD , et par le point F aa Jiii mènera une parallèle FG, qui , par sa 
rencontre avec l’axe AZ> prolongé , déterminera le poipt G, 

Si , la voûte devant être décorée , les lignes de courbure ascendantes , 
et qui sont projetées sur les hyperboles , devojent être rendues appa- 
< • rentes , soit pour marquer des trumeaux qui correspondroient à des 

colonnes d'architecture, grecque , soit pour tracer des nervures qui 
correspondroient à des piliers d’architecture gothique; il faudroit que 
ces colonnes, dans un cas, et ces piliers dans l’autre, fussent également 
espacés , et que les hyperboles divisassent l’ellipse ADB de la naissance 
en parties sensiblenienl égales; et alors le point R de celte ellipse par 
lequel chaque hyperlmie dovroit passer scroil déterminé antéricure- 
. ' ment. Dans ce Cas , pour trouver Je sommet P de cette hyperbole , il 

t faudroit du point R , abaisser sur AH la perpcnibculaire RT , mener 

. la droite PT, et par le point F* mener à cette dernière la parallèle F‘P, 

qui couperoit l’axe Ati dans le point f*. Quant à l'extrémité Q de Tautra 
' axe , on la détermineroit en menant par le point L l’ordonnée PL à 

l'ellipse auxiliaire , et en abaissant du point L l’autre coordonnée LQ , 
' qui , par sa rencontre avec l’autre axe AG , détermineroit le point 

> . 

FIGURE III». 


La ligure III*. représente les projections des bgnes de courbure de 
la surface de l’ellipsoïde sur le plan qui passe par le plus grand AB , 
et par le plus petit EE' des trois axes. Lorsque la voûte est surbaissée , 
comme nous l’avons supposé dans l’article XI , ce plan est vertical. 

XLG est le quart de l’ellipse auxiliaire. Nous donnerons , dans la 
figure IV». , les détails de la construction de ses axes. , 

Les ellipses , telles que MNM'N' , qui ont un axe plus grand que le 
grand axe AB , sont les projections des lignes d’une des courbures ; 
et les ellipses , telles que ÇPQ'P , qui ont un axe plus grand que le: 
petit axe EE ' , sont les projections des lignes de l’autre courbure. Ces 
deux suites d’ellipses se construisent de la même manière, et on trouve 
les extrémités des axes de cbacune d’elles en abaissant d’un même point, 
de l’ellipse auxiliaire , sur les deux axes , les perpendiculaires LP, LQ, 
pour celles d’une suite, et HM , UN, pour celles de l’autre. 
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• O, 0 , 0 , 0 , sont les quatre ombifics qtfi , dans «tte projection’,' 
sont placés sur le contour i^arent de la surftee. 

Si , par les extréniitéstles’ nxefWe Tellipse auxiliaire , 'on mène les 
quatre droites XC , GX' , XG , G'X , qui seront parallèles deux It 
deux , chacune d'elles touchera toutes les projections de lignes des 
deux courbures i en sorte que toutes les ellipses qui/oriaacnt ces projec- 
tions'' seront! inscrites dans un losange. * i , i , .. 

. -ri ii«i. 1 "t Mtijqrsl teiol -1 i: 

(• •• ■. ib .'••iim'a u< î.ii -)1 

FIGURE IV». 

T ' 

^ I^^li^rc IV*. a pour objet de donner les. déptils de la construction . 
ées cxtréniitcs X, G , .des ,axe$ de l’ellipse auxiliaire d^ la ligure 111*. 
S^ieiit le grand axe de l’ellipsoïde ; XD , la moitin d« l’aaüïnstyen ; 
XX la moitié du petit a^e F'^,lcs fo^ee; de.la grapde-ellipse , 
dont on a représenté le quart par XS'D ; f , f, les foyers de l’ellipse 
moyenne XOE j et _/" un des foyers de la petite ellipse ÜL'e. Pour 
construire le sommet X de l’ellipse anxdiaire KLG , on portera KF 
et Ki snr l’autre axe de iT elt F' f ; 9^ mèn^ F’B , et par le 
point r la parallèle FX, qni , par sa rencontre arec l’axe AB pro- 
longé , déterminera le point X. De même, pOnr f extrémité G de 
l’autre axe , on portera Kf sur AB , de A' en/' j on mènera la droite 
fE, et par le point f la parallèle fG; qni , par sa rencontre avec 
l’axe KE prolongé , déterminera le point G. 

.or-: — ■ , 

s. XVIL 

l, . '■ . 

De la génération de la surface courbe dont toutes les lignes d'une 
des courbures sont dans des plans parallèles à un plan donné. 

‘ Four simplifier lès opérations , nous supposerons d’abord que le plan 
donné soit perpendiculaire an plan desx, Celte hypothèse n’allcrcra 
en aucune manière la figure de la surface courbe ; elle ne produira 
d’autre effet que de lui donner une position déterminée dans l’espace. 
Eusoiu , et lorsque nous aurons trouvé la génération de la sm'-fece 
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considérée dans cette position- particulière , nous passerons âir caÿ 
génccid , pour lequel nous n’aurous plus à iaire^quc des opérations an»' 
logucs , cl nous poun-ons exposer ces opérations d’une manière plua- 
rapide. t- 

I. 

" Soit y— ax l’équation <ki plan mené par l’origine, et auquel doirenf 
être parallèles tons les plans qui contiennent les lignes de conrliure p 
l’équation générale de ces plans sera 

J — + 

dans laquelle a est une constante absolue dont la valeur est la même’ 
ponr tous les plans , et m est une quantité constante pour chaque plan ^ 
et variable d’un de ces plans é l’autre. Pour chaque' ligue de courbure 
en particulier « sera donc constante , et en didércntiani on aura 

z= a. 

* . î • ■ 

Donc, en soBstitnant cètte valeur de dam l'équation de là pro|ec^ 
don des ligues de epurbura ' 

on aura 

«’[(«+7*)*— [(•+9’)'— ( t+pOO— \i}+P')*—P<!'-'\ — O » 
•u , ordonnant par rapport aux difTérences secondes 

(r+«)[a(i +p*)+P9] =(j + »0 [t+P’ + flW]. 

équation qui, exprimant la relauon que doivent avoir entre elles les 
quantitésp.p, r, s, t, pour que les lignes de courbure soient dans- 
ées plans parallèles an plan donné , est , aux dilKrences partieUes 
aecondes, celle de la surlace demandée, 

U. 

, 1 

Pour trouver les deux éqpaûom aux dÜTérencm paru'elles du premier 
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ércfr^f , nons rechercherais d'abord celle de la cantctérvdqM de le 
csriacâ. Pour ceW, après aefti» fait, pour abréger . - 

«(t+ç‘)+ «fl =s M 

« +/»• -^-opq St N , ; 

«e qni ridait réqutioo aux diHdresces seconde* à la forme jdos ôeiple 

-, 1 (i‘-+-o») ilf-— (/>4- er) JV œ^o , , ' — 

nons la dtdiêrentierons en regardant t, $ , t, comme seules Tariables'ii 
et en nommant ü , S, T, les coeffleiens respectifs des différentielles it 
Ses trois qnantkcs , nous ironrerontf ' 

, . : ■ . • i* . ■ ' ■. 

B = Mi SstaM~-Ni Tst—aNf 

et l’équation de la caractérktiqne ser* 

. 1 ,.. ' 

Pfent étfS mise sons .la fonsM : .> : . ‘ ^ 

\‘ ' '* — adbrj (iV<ÿf + lV<ic) = o'. 

Or cette équation a deux facienrs ; donc la surface que nous considéricrflÿ 
-ndent'caractéristiqaM indépendantes, et dont les projections sur £|f 
]pi«u des s r ponr équations séparées et disiinciss 

f 

dj- — mdx às. o' 

Mdy -J- Ndx = O ’ 

La première de ees équbtionÿ est celle d^I 1 i^ plan parallèle an plâtt 
donné ; d'où il suit que Time des caraclérisliqaes est la ligue même dO 
eonrbare qui doit être dans ce plan. 

Mous opérerons ensuite punr chacune de ces caràctérlsttques rtt 
]^rticiirier et d'abord pour la première.' 

La seconde équation de celte caractérislique n’eSt tintre chose qtief 
.«eUo 


) 

de !• snrfnre pnn»be sur laqnSle «Ile existe Ionie entière. Donc* si do 
celte dernière cquatioivon chasse rt s, t;iin moyen des deux équations 

' X ^ * * 

€lp = nhe -f- Sfif i -ùq.ss sdx *4- tJy ; 
qui ne sont (jne les définitions de ces trois' quantités , et si l’on fait 
j' .< ' ■(•-'‘q •■ci'd r* r r •• '* CTtfjr =:’O i ’ > i'*‘ 1^‘ I ■' i > ' un ••) 


ce qui a lieu pouf rla-jcaraciéri^que-y Ja ^socobde équation de cette 
courbe sera 

' t ■-.t 'M'i-f.- i Mdp^Ndq=o: '■ ' ■■ 

sbnlf'il . <•/;•/!> f' il’ •>! I ■■ . .'.Il .il ■•I'-. < 

• . Ainsi, en remettant pour M et >Y leurs valeurs , On aura pour .la 
* caractéristique les deux équations aux difl'crences ordinaires 

[fl(i -\-<f')+pq2dp-^(^f^p' + aptf)'ti^i:^ O. ■ >- 




Or CCS éqnatio^ sOBt '^içdes.devt intégrales ^ .Cela-est -éludent pour la 
première ; quant à la seconde , si on ajoute à chacun des coelBciens de 
dp et dq cc qu'il faut pour que la tjuannié-i •+.p* -l-ç*'y eûtrë-'cbin- 
plètemcnt , et si on retranche ensuite ce qu’on aura ajouté, on aura 

{i+P'-^q')(,°1^P — àq)—(:ap — q){pdp-\- qdq)=. o , 

* ■ ' I - ■ ■ , ■ 1'* , '1 . ^ ' : . * ' ' ■ y ' ' ' * 

équation séparée. Upuc les dpux équaiioi)^ ioté^oles de la caractéria- 

tique sont ^ . l , . i . l • i. ■ i 

J —ax =z»' ' 

°P — 9 ^ ^ 

. /(«■4-A'‘-+- V) 


a. et a' étant les deux constantes arbitraires. La sor&ce est donc teDe 
que si la première de ces équations a lien , la seconde a aussi lieu 
nécessairement ; c'est-à-dire , que si « est constant , a' est aussi constant. 
Donc lesquantités a et a' sont constantes ensembleet variables ensemble; 
donc la première équation de la surface aux différences partieUcs dn 
premier ordre est . .m < 


y — ax — ^( - ^ ^ 


(«) 


.■ 1 
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Quant à l’autre caractélitUque, s!, au oaojen de sa' première équation 
' Mdj- -|- Ndjc r= O • . ■ 

on cbasac M et iV de l’équatilon de la snrfiice ' . 

(r-l-aj)^ — (s at) iV= O , ’ ^ 

et si de celle-ci on ciimine r, s , t , par leurs équations 

dp rdx + sdy ; tdq-\- sd-x + tdf ' 

> t 

on aura pour seconde équation de cette conrl>e , 
dp -J- adq = o. 

Ainai , en remettant pour 9i et N leurs valeurs' 'i ' et à caiisc de 
dz pdx qdy , un aura pour la secondé caractéristique les dcuc' 
équations aux difTérencea ordinaires < ' ' '■ “ ‘ ‘ ' 

dx + <Mfy«4-()> + oq) d!: = O i 

v\ sa. O 

Or , de ces deux équationa la tecondA eai éridonment idiégrule^ ^ant' 
à la première I elle le devient par l’addition de la quotité e(dp-i-adij)d 
qui est nulle en vertu de la seconde ; donc ka.deox équations intégrales ' 
de cette courbe sont , >i: •• ■ '••• ' • ' 

^ + aj + (p + of)^ = ^' 

/>+ , o^ = /» !'i fi>* 

Donc , en raisonnant comme ponr l’antre caractéristique , les deux 
quantités'/i et fl* sont fonctions l’une de l’autre, et la seconde équation 
aux différences du premier' ordre de la surface est 

‘*:+oj' + {p + aq)> = -\(,P + (’p} .■ (*),. 

La marebe que nous venons de suivre pour parvenir' de l’équation en ^ 
différences secondes aux deux équations en différences premières , est 
une véritable intégration j nous avons tftebé d’en rendre lé procédé- 
clair par la géométrie. i ' 
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Les deux iotégrale* première* (a), (A), sont, chacnne en particulier; 
d’une forme que l'oa-'sait traiter ; mais , ^arcc qu’elles apparlienoem 
toutes deux à la même surface , elles se_ prêtent uu secoms mutbcl 
pour leur intégration , con»mc nous allons l’exposer d’une manière 
générale. 

. • III. 

Si l’on avoit entre les cinq quanlilésa ; , jr, t, p, y, une troisième 
équation qui apparllut encore à la même surface , et qui fût obtenue ' 
par une autre considération , l’intégrale finie scroit le résultat de l'él}» 
niiualiun de p et <f eulre ces trois équations. Or ou e 

dz I* pdx •4* qdy , 

qui résulte de la définition des quantités p et q> Il ne s’agit donc que' 
de l’intégrer pour avoir celte iroUii'ine étpiatioa. -i V 

Si p et q ctoient conslautes , l’intégrale de i . . c.;' i'. .qn 

. 1 - - 

laquelle seroit nno constante arbitnîiéa ébstdue' J' îhàts’ q' 
étam toutes deux rari|ibJês-,' il faut, i°. qne y/ soit une fonction arb!>'' 
traire des deux quantités ^ et ç ,i qu’on a regardées comme constantes’ 
dans fiiilcgration J x°. que celle fonction soit telle que les dificreniicllcs 
de l’intégrale , prises en regardant successivement pciq comme seules 
variables, soient satisfaites : ainsi, en représentant par ir la fonction 
arbitraire de p , q , od aura les trolâ cquatiops 

. . ■ 'zz=px-\-qy-^i{p,q). . . . . (c) 

<■■ ■ ’ = 0 . ..... , . . . , ( 4 ) 

.r + ’^' = 0 W 

J- 

qui appartiennent en général à tontes les surfaces courbes. Pour qu’elles 
appartiennent seulement aux surfaces que nous considérons , il faut quu 
lu fpociion V soit telle qua,les |;inq équations (o), {b), (c), (d), (e), 
puissent, ayoir lieu en, même tenu , ou qu’en éliminant entre elles 
les trois coordonnées Æ , , s, les deux équations xésiiltanies en' 
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p, <f soient satlsiàites. De ces <Ienx équations résultantes 

on tirera les valeurs de v', t" en p,etç, en les subsiiiuaot dans ' 

i; . dv =3i!^dp‘^n"dq , ’ ■■■ . 

on aura entre les trois variables p, q, une équation aux dincrences 
ordinaires , qui tiendra lien des deux résultantes i et {>ar conséquent 
de deux quelconques des cinq équations (a) , (b), («)•, (d), (e). Cette 
équation appartiendra toujours à une surface courbe , c’est-à>dire , 
pourra toujours être rendue Intégrale par un facteur , lorsque (a) et (b) 
appartiendront elles-mêmes à une même surface courbe j ce qui a lieu 
dans le CiU présent, puisque («) et sont les deux intégrales premières 
d’une même équation aux diffcrences secondes. 

r« I, . • TJ * 

L intégrale de cette équation donnera en^.> et q la forme de la fonc- 
tion V , que l’on substituera tjens trois quelconques , des équations 
(“) * W» (‘Oi (®) '■ exemple , dansées trois dernières; et l’in- 
tégrale Cnic dc^lequation aux différences partielles secondes sera le 
résultat de Félimination de deux indéterminées p et a entre ces trois 

p Kous allons appliquer ce procédé au cas présenu ^ 

' 'r ’i.i '. ••• . •fi-'c-^Uii’I 

IV. 


Pour abréger , nous représenterons par les lettres simples s et il Iss 
quantités qui sont sous les fonedons , ce qui donnera 

t . : ‘ J * 

ap — 1/ • 1 

.|-p-f-cq = j» 



»+P’+ 7 ' = 


I a* -t- <>« . 
O* •• 


puis , éliminant X, J' J z, entre les cinq équadons (a), (é) , (c), (d), (s), 
on aura les deux résultantes , • • \ 

è * , 

V . 


(Mp+l)iri + (?q + «)»"=: |8 t — 4^) 
aid — V* = s* 
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detqneUet on ürm loi vileors suivantes de et 

(i = P»— 4 ^ + [a(i 4 .^»)+ pçj^m 

( I 4 - a* + A* ) — «4^ — [ »+p* 4*«!P9 ]o« 

étant nbstituées dans âm lé âp y, dq \ et mettant pour dp 
et dtf leurs valeur^ en a , />, dtt, dfi , donnent pour équations aux 
dilTércnccs ordinaires 

•t * * . 

' (i~+o’ + /8’) ^»d<t -\ltdli 

, (i4-o*+lB’)‘ (i4' «* — a’)' (i 4* O’ + (**)” 

Le premier membre de cette équation est une düTérentielle exacte ; 
dans le second , les variables sont séparées en sorte que si les fonc- 
tions e et 4 éioienc déterminées et données , Thitégration de ce membre 
ne dëpendroit qae des quadratures. Mais dans le cas présent, où les 
fonctions 0 et 4 sont arbitraires , le second membre doit être regardé 
comme composé des différentielles de deux antres fonctions arbitraires, 
l’une de a et l’antre de />. Représentant donc ces nouvelles fonctions par 
d’autres caractères • et 'C , dont le dernier même exprime ce que 
devient la fonction quand on 'a fait disparoltre le dénominatetur de 
l’intégrale , cette intégrale sera 

. ‘ * 

» = . V^( I -h a’ 4- ) 4- Ÿ/J 

remettant pour a et /3 les quantités quelles représentent , et substituant 
ensuite par t sa valeur dans les trois équations (c), (<f) , (c), la pre- 
mière deviendra 

»=px4qj4- v'[i-l-aM-(p+ 07 )’> +*(.P+oç)i 

i .W(i+p’+r)/ 

enfin , représentant par à cette équation , l’intégrale finie sera le 
résultat de l'élimination des deux quantités p, q , entre les équations 

• - I ».i ■ '* "t 

! I. ^ .li- 

-- ■ 
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La première de ces éqnations étant celle d’un plan , U l’ensnit <jne 
riniéfpale présente la suHâce dont nous nous occupons , ^mme l’en- 
veloppe de l'espace parconru par un plan qui se meut en vertu de 
la variation de deux des constantes qui entrent dans son é<^tion »• 
c’est-à-dire , que l'intégrale déGnit la surface par la propriété de son 
plan ungent. 11 seroit facile de déduire de là la génération de cette 
sur&ce ; mais d'antres considérations vont nous Conduire à nu nouvent 
résultat intégral qui nous fournira une génération plus simple. 


-- ( O t-'-.ln V-T , . ^.,11 

«[' . ' . ' • I • • il ujb ll<lllü!l 


I v</ 


„Ifons. avons vu. que les deux équations ^ la seconde cacactérisiiqiue 


sont 


■î 

>ll Il'll -ïllll 11 M ’ 

1 : 


' nui ) IIII.I) n> î» : h -.v aiiiruidiB «l'.i i.:!;! 

titf mua rro j-n tim 
'P *4” oy ni (ï ■' ri" ' :l'UKiq> rsali 

Kous savons d’ailleurs que les équations de U nonnafe à la surâc^ 
courbe sont en*», y, s», f ^ w "*■ ' 

*1 if ‘ ^ ^*i P 7“ îee m»3 toa MJsf> aoyCl 

ii*J i mi ^*î y-y + (»-i')7 ® 'la'.lcràiiisi miotii il 


Donc on aura en «>,■ y*, ^ f l’équation de la surface qui est le lie» de 
la suite des normales menées par les poinis de la "même caracté-»'» 
ristique , en éliminant entre ces quatre équations trois des cinq quan- 
tJtés X , jr , * t P , q. Mais si Fou élimine trois de ces quantités , les 
deux antres disparoissent , et Fou ■ V- '• 


ri- «y + 1®*' = 4/» . 


.ii.iipà rn’ib 'I 


Kf* — i 

dans laquelle A , qui est constante pour une même caractéristique , est 
aussi constante pour la même surlàce des normales. Donc celte der- 
nière surface est plane j donc la seconde citractcristiqne est l’autre 
ligne de .courbure de la surface , ligne qui , connue la première, «st^ 
une combe plane , mais qui n’est pas , comme elle , dans un plan ^ 
constamment parallèle à lui-méme. 

Connoissant Féquation dés surfaces dévelOppables^ormdes , rela- 
tives à la seconde courbure , il sera facile d'avoir celle de la stsrfeca 


* 


jm 
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4es celitrcs de' la .première courbure. Ein effet, cette snr&ce 4e< centres,, 
étant iouchcc,por toutes les scurfaces dé-reloppables' normales de In- 
seconde suite , peut être regardée comme leur enTeloppej et son étpi»' 
tjun sera le résultat de l’élimination de ê entre l’équation 

of-\r = 4(8 , ‘ 

.. : 1 n;, 1 ■ ■ : ; ■' •• ( I 

des snrlaoea détreloppables Bonmalcs, ei ' 


■ >11' ;i e "11 i I.i'i 

»' = 4'H . 


■ ;.f ' . .1 


qui est sa différentielle, prise en regardant (8 comme seule Tariablev 
Or l'éliniination dont il s'agit est praticable , quoique la fonction 4 
sbil arbitraire ; car la- seconde de ces équalïtoS'feyprimc que Jfcst'nne' 
fonction arbitraire de î/ : et en substituant cette valeur dans la pre- 
mière, on aura un résultiit composé d’une- manière arbitraire de» 
deux quantités a' et a/ + oj '• Donc , représentant par •i' une nouvelle 

fonction arbitraire, l’équation de la surface des centres de la premièrav 

■ ' .. 1 . Il oi* cA M>'> <i:r <; i. .i i > n.‘. 

courbure sera , , , , 

t' = * (xi ay). ' 

Donc cette surface est celïé d’iiir cylindre ’â base quelconque , et dont' 
la droite génératrice est èohstltmmeiit pcrpendlCtiliirc au plan donné/ 
O» né peut-.pia^ide.la méatertmanlèK élûninci^ ^ lê-loWsciiiXi» *t>/>4><ti 
entre les- équatûtns d« la noirmule'l -lut «"i* i-l 

."•> 1,1 - , 1. 1. j.Miiii"i.!'> 11" . 

■- I* ;►«'» - 'I 'niVif» ir*ri- z*! .y e *\ t ^ i . >• «.'i** 

—r + (- ^r,9,Vi";..- Mr b XU"6 

et les deux équatious , ..> . 

y — ax = ifa' 

• "I 11 • iv.i ■ ’iv» n'ii''." l'iii. >;<•)'' )>" ijip ,8. oH wqiil ?itr.b 

ii-;'i .-""rir- m '"lii IM , a a» 5 J s? » i;| h mf -,;uiJ n v> iüiiiii 

\r ( i P* ) • 1 

*'i •H'ijTi ^ .* i.r ‘OijjJfi jr*-» 


Kl 1 “è, • .h uTi ^ M* -OijjJfj Jr* 

dé fa ligne de prëm'16éd'Coufbtaèe'i"dtf sdrlè qilicÿéqTiaiiîbtt dë lit stlrfico*^ 
dcveloppîable normale’'’ ■ • ’*■ 1 '-l 

-, */k n.".0 
que rem trodve ipar j^ôliminatiMi des j* et-jT'i^it'ost entlit-eàtenti» 


-OiyTîiroct by G»iOgle 
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indcpeadante Ja point de la suriacc et du plan tangent en ce poIntT 
M.. b si a;', z'i sont les coordonnées du centre de courbure , la 
quantité {z-J) / ( t -l- P' -fq') est Texpression du rayon de cour- 
bure que nous «vous représenté par R : on aura donc 


— osf “1“ mR =: 

pourra qne les coordonnées at' , y' soient déterminées à être celle dia 
centre de courbure. Or, cette condition aura lieu , si les coordonnées 
et le rayon R ne changent pas de grandeur quand a variera , c’est-à- 
dire, quand on passera d’une surface développable normale à 1» 
Suivante ; et alors le rayon R sera celui de la seconde courbure. U 
lâut donc différentier cette équation eu regardant « comme seule va- 
riable ce qui donnera * _ ' . 

R = q'm ; 

V ; 

ét éliminant e, on aura entre et R une relation indépendante duf 
poéM qpurpA considéré; star r la surface Cnui-be. Quoique.la fbnetiota' 
4 teik «rbitnirè , ràlimiaatidn de 'a est pratreabk j- M-eù repCésalUtaMi 
par* une nouvelle fonction arbitraire , on aura '' ' 'K' ' 

Ü = 4(/-Ox')'i ' 

il —<t .T'.l..-) <.! 1: -1 •> , I J I ■ ;I . i 1' 

doncr lo teyon de ,1a seconde courbure est l’ordonnée , dans le sens^ 
des Z, d’une autre surface .cylindrique à. base quelconque^ et dont, fat 
droite génératrice est en même tems parallèle et au plan donne et k 
oefui' dns-ac ‘ ' 

Les I lignes de la première courbure étant dans des plans parallèles 
entre cuit , et la surface^ des centres de cette courbure étant cylindrique' 
è( pé'/'p'cudicülairc à ccs'plans , il s'ensuit que le plan de chaque ligne 
de la première courbure coupe la surface cylindiique' des cent t es datas' 
une courbe dont cette ligne de courbure e.st une développante, bi donc 
l’on conçoit une nouvelle surface cylindrique parallcle à celle des- 
eentres , et dont la base serait' une développiinte de celle de la surJace' 
des centres , sou étjuauon en x', y', i/ sera ' 

s' = /^(x'4-"v^jV 
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F étant nne fonction dérivée de 4' , et qni ponrra être priae ariiî> 
Uairemcnt , si désormais l’on ne considère plus la fonction «■ ; et 
chèque ligne de la première coorbnre aura tous ses points à la même 
distance de cette nouvelle surface. De plus, cette distance constante 
pour chaque ligne de la première courbure , et variable d'une de 
ces lignes à une autre , est constante et variable en même tems que le 
rayon ü de la seconde courbure ; elle est donc fonction de ce rayon , 
et son expression sera 

/(/-•*'). 

la fonction f, dérivée de • , pouvant eU»même être prise arbitrai- 
rement , si l'on cesse de considérer *. 

Actuellement , si Ton conçoit qu’une q>hère variable de rayon , 
roulant sur la snr&ce cylindrique dont Féquation est 

s' = F(*/+.y), 

!• 

en touche sncœssivaineiu tons les points, et que dans chaque posilMB: 
son rayon toit égal k l’ordoonéa a' de la surface cyliadiiqua dont 
réqnatioa est ' . l . < 

SS /(y +«*'), 

il est évident que la snr&ce courbe parconme par le centre sera la 
sur&ce demandée. Or, x ,y étant les coordonnées du centre, 
l’équation de la snr&ce de la sphère mobile est 

(a: _ + (7 -y )• + [* - FCo:' -h «/)]• = C/(/ - «*')]• }. 

donc , en représentant cette équation par Af = o , l’équation de & sur* 
face demandée sera le résultat de l’élimination des deux indéterminées^ 
entre les trois suivantes ^ _ - < ■ -I. 
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résultat qui présente la génération de la snr&ce d’une manière plus 
£Ktle que celui auquel nous avons été conduits par l'iniégraiion 
directe. 

VI. 

D’apres rarticle précédent , si l’on prend deux surfaces cylindriques 
à bases quelconques, et parallèles an plan des x , j- , mais telles 
que la droite génératrice de la première soit perpendiculaire au plan 
donné , et que celle de la seconde soit parallèle au même plan ; puis , 
si par un point pris à volonté sur le plan des x , jr, on mène une 
ordonnée z indéfinie ; enfin, si sur cette ordomiée on prend un point 
dont la distance à la première snrlâce cylindrique soit égale à l’or- 
donnée correspondante z de la seconde, ce’point sera ^n$ la surface 
demandée. 

11 suit de là que si , sur un (^ lindre à base quelconque , et dont 
la droite génératrice soit perpendiculaire au plan donné , on pousse 
une moulure d’un profil quelconque, mais constant, et qui ceigne 
le cylindre ptamllètemerU- A su base , la sutface de cette moulure 
sera la surface génénUe demandée. ^ •«•o fciift:') ^,1 

n est de même évident que 9 une rarfece de révolntion qnekonqne , 
constante de figure , et dont l'axe soit toujours perpendiculaire an 
plan donné , se meut sans changer de distance à ce plan , et de ma- 
nière que son axe engendre une surface cylindriqunà base quelconque, 
l’enveloppe simple de l’espace parconru par cette surface mobile sera 
encore la surface générale demandée. Gétte dernière génération , qui 
ne produit qu’une enveloppe simple^ conduit à une intégrale qui peut 
être représentée par deux équations seulement, entre les<[uelles on doit 
éliminer «ne arbitraire ; mais c’en est assez pour cct objet. 

VII. 

Nous avons vu que la ligne de la seconde courbure de la surface 
est dans un plan dont l’cquaiion est 

' i* .-ji 

+ + = 4/8 , 

dans laquelle /> est une constante arbitraire qui reçoit différentes Taleurs 
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pour les dilTcrentes lignes de courbure. Or , si l’on eonapare c#' plan 
un plun donne , dont 1 uqvation est 

(IX —jr = O , 

on verra qu’il lui est toujours perpendiculaire , quelles que soient 
cl la valeur de ;3 et la furme de la fonction 4 > car la somme des 
produits' des cocfficlens de ar, des coellîcicns dej^, et de ceux de a, 
dans CCS deux équations , est = o. Donc la surface a deux propriétés 
inséparables , et par chacune desquelles elle pouvoil être également 
définie : i“. d'avoir toutes les ligues d’unp des courbures dans des 
plans paralli'les à un plut) donné ; a°. d'avoir toutes celles de l'autre 
courbure dans des plans perpeiidiculuircs au même plan. Les surfaces 
de révolution , qui sont un cas particulier de celle-ci , en fournissent 
un exemple sensible. 

VIII> 

t O ‘ ■ IV . • . 

, Pour tontes les surfaces que nous avions considérées jusqu’à pré> 
sent, et dont les équations intégrales contènoient deux icnictionB 
arbitraires , la quantité qui , dans chaque équation , se trouvoit sous 
Jes deux fonctions, étoit la. même, soit qu’elle fiit déterminée en 
X , y, Z, .soit que ce fut une indéterminée a dont la . valeur étoit 
indifférente , et qui devoit disparoltre par l'élimination. C’étoit à 
cette circonstance que tenoit la facilité que nous avons eue de les 
construire et de déterminer les foimcs des fonctions pour que la 
surface individuelle passât par deux courbes données , ou enveloppât 
deux surfaces données. Pour la surface dont nous nous occupons 
ici, les quautilés qui sont sous les fonctions sont différentes sous 
l’une, c'est a.-' aj' ; sous l’autre, c’est + oa:'. Celle circons- 
tance fait que la surface n’est délemiinée , par la connoissance des 
deux courbes qu’elle renferme , que quand ce .sont certaines courbes 
particulières. Par exemple , la surface actuelle est déterminée , si l’on 
connolt le profil de la moulure et la courbure que parcourt un des 
points de cc profil , parce que ces deux courbes sont les deux lignes 
de courbure d’un même point de la surface , et dans ce cas la cons- 
truction est très-facile. Mais si l’on donnoit deux courbes arbitraires 


par lesquelles la surface dât passer, cette surface .-.ne, serpit pu 
(létermince , et la détermination des fonctions dépendrait du calcul 
général des équatiqus aux difli^rbht^c^ lüiits r qui inlrodisiéoit de 
nouvelles arbitriîrey*.et ■dbài)ilDuS'né' Aoès 'V»c4nip6ns pas encore. 

' , f> > -i-V, V 

... I Y 

. .V • r. jiii.i; ' 1 o,,/.. , . !.. », ■: , , .. 

Pour le cas général dans lequel le plan danhe aûroit' un* pèsitibn 
quelconque, les .takoaeanTeBs^eroe^.abeolujncat les. mêmes : nous 
nous contenterons d‘en indiquer ici les résultats d'une manière ‘rapide. 
Soit'* ' *'■'*•'* , ' > ’ * . 


l'équation donnée dû plan mené par l'Forigine , «f auquel doit être 
parallèle celui dans lequel se-tronve la ligne de courbure j l'équation 
de ce dernier pian sera 

■ ‘ ■ .I.-- 

Ax By -\‘ Ct ~ » f . , , . 


dans laquelle « sera consumte 'pour chaque ligne de courbure; et en 
diOéreotiant l’on aura 



{A^ Cpf^) dx^('B ^rCif) tîj ^ 0 ; Ji-, 


•.) .. fTüit 

substituant la valeur de 
(E) des lignes de 


iUtnowi 
«oittisipi obnOMf 


(.e + Cq)pq-^{A~\-Cp) . 

l’équation aux différences p^elles. secondes de la surface sera 

i(M-Cq)^(A-^Cp)slM+i{Br\-.C^)s-iA+^ r] nJo. 

• * I 

X. 


V ClFon diflérfiatie *eH© é^uatian cn-regutiaiu comme iseulcs 



k 
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^TuiabltSf on sur® ~ i 

R = {B + Cç)M, " ' ' ' 

S = {B-\-Cq)N.-^{A’^-Cp)JH, 

T= — (,J+Cp)N} 

et substituant ces valeurs dans l’é^ation générale des caractéristiques 
pour le second ordre,, ou aura 

: [(19 +'Cq) dy + Cp) tir} {IHdy — Wdx) =: O , 

qui , ayant deux facteurs , indique que la surface a deux caractéristiques 
dépendantes, et dont les équations séparées sont ^ 

'1 ' 1 ^B-^-Cq')idy-^{A-^Cp)dx = Or 

I ; ' Mdy — Ndx3=o. ' •, 

Employant la première carviéristique , dont l’équation peut être mise 
sous eette autre Corme / • 

:j ; i.t;. •-.•'•T Æjc É dy ■Cdz s= ow • " ■' '■ 

«n voit d’abord que celte courbe n’est autre chose que la ligne de 
courbure elle -même, qui do»t être dans ua plan parallèle au plan. 

donné: chassant ensuite . de l’équation aux difiërences 

secondes, et remetlani pour r, s, t Icuri valeurs, on trouve pour 
seconde équation de'tcBe pretnicre caractéristique , , ^ 

Mdp + ïfdq = O-, , ' ' ' 

ou en relnetiant pour Met N leurs valeurs , et réduisant 

\Bpq-Cp — A(y + = 0'» 

qui , en ajoutant et retranchant ce qu’il faut pour que la qnaiitité 
1 -J- P» ç* entre complète dans chacun des cocfficiens , devient 
L’équation séparée 

(« +P‘ + ^ Hp 5= ® i 


• t 
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donc , les doux équaiiov aux diiTcrences Ordinidrcs de la premiarè 
caractéristique sont intégrables, et leurs intégrales sont 

• -t * , 

’Ax C% sn 

- Ap -^Bq — C _ 

V^(* + y*) 


dans lesquelles les deux arbitraires « et V, introdniles par l’intégra- 
tion , sont toutes deux constantes pour la même caractéristique , et 
varient d’une caractérisQque h une autre : donc, pour toute Fétendue 
de la surface , ces deux quantités sont constantes ensemble , et par 
conséquent fonctions l’une de l’antre. On aura donc pour première 
équation aux diflërenccs partielles du premier ordre 




opérant d’une m^niè^a analogue pour la seconde caraciéristique , dont 
l’équation est , 

— Ndx = O , 

N 

c’eet-à-dire , chassant de l’équation aux différences secondes , sa 

remettant pour r , s, t leurs valeurs , on trouve pour seconde équation 

aux différences ordinaires de la niéiaè't^ractéristique 

% 

' 4? = 0,w*<. 


qui est séparée , et dont l’intégrale est 
B+Cç _ 


A-i-Cp 


= J», 


J) étant une quantité constante ponr la même caractéristiqnB , et dont 
la différentieke est par conséquent nnlle , tant que le point de 1a 

B + Cq 

surface ne sort pas de cette courbe; subsûtuant ensuite ponr ^ ~ | ^ 
cette valeur dans l’atitre équation 

dfÿ /Vdx SS a , 



4 


OU trouve 


( .56 )• 

à cause de , ,’, i. • ^ - .k , 

« 

Hdx — ï= O ,■*" * 

dans laquelle 1 est une copstame, et qui, par l’addition de la quantité 
t {fiûp — d(j), qui est nulle , devient •- 

- • '.-i <; — 4- O'».. . 

' . ’l ■ ' '• ■ 1 ’r-' / 1 • ' ""1 II... • 

qui est une uiuercniieile exacte, cl dont I intégrale est 

‘ flx— j4-s(p;»— J<7):t=jî',* - , ' ■. 

tou ' I i • i I. • .l'I •. il-,;- ,1 ; 

+ + ,-„l, : 

ou enfin , rentettaiit potXr- fi sa \alcur 

(B+Cp) (x+px)w(^4-C/0 ij+r-) = (^ + 

Les quantités je’ct 0' étant constantes pour 16 même- 'cainctékwtiqnir, 
sont fonctions l'une de l’autre : donc, la^ seconde équation aux’ diffé- 
rences partielles du premier ordre sera-"’ ' 

(Z?-lr6’7) (u:+pél~.(J^Cp ) ( 4 (^^)- 

■ ■ • ' 4 ' ■ *!■ 4 ' . H-’ -1 .'1- 

"•lit--. 

-î . 

Pour obtenir l'înti^ato en gnBMites .flmes,- nous ferons, pour 
abréger 

-+- D(j — C 


V^( >+/'’■ +7V 


' '• I lu•■^ I-- . ' ■ -,t - V- !1 

= *; Bq — C = y. 


..■<1. . > + P* .. . ; 

' , * l . , ' ■ t 

6L les deux itucgralcs premières deviendront • i 

• ^jc By -J- Ûz — 0it , . -t 

. (/i-l- C<^)(x-hps)-(^-|- C) (.T-+-9*) = (j4.+ Q?HA!..,- , •• (« 

Substituant dans ces deux^equniions^ pour 3r,y,z, leurs valeinrs prises 


-'-K ' 


(• '.s? )■ 

<ians(c), (<i), (i), (p«rag,^r 7 ), onaurales deux rcsuliamcs 

(^7 — ■CA’ ) w'-^p'y yft) -r" = T + (.-i -{• Cp) 4,a 

( j 4 Op')v^ -f" ( ^ “1“ C<f ^ ^ * 

desquelles on tirera les valrtirs suivantes de •tr' cl 

[ — (^*4- B* + C-) A’] V = \_Jy - (,rf> + ^- + C-)/,] 

— (/’> — Ah) (fa. +(^ + C/?) (B + Cy)4^ 

[>■’ — (y/’-l-C’ 4- C’) A*]»r"= [Æj. (.ï* 4-C' 4- C')^] n- 

— (<7> — CA’)<f« — (^+Cp)’4/J 

qui, substiuicfô dans dir = 4*»'' «Ay , donneront 

' [>• — ( ^4“B* 4^ CO A>] r/n — n . [ydy.^.{J- 4- C> 4- C») kdk] 

— • (a fidk — hdy)-^ (//4-Cp)4^((ig 4" Cq) dp — (^4" Cp) dq] 


équation aux ditrércnces ordinaires qui , divisée par 
[v> — (^» 4- C* 4- CO A’]% devient 

+ 










dans laquelle les variables soin eéprirées. Si donc les fonctions t et 4 
'éiertebr déterminées e^ connues , 'Tinté'^alB dé -'Vs'ite é<]tration depen- 
■'dfoit des ‘'qite#alùréSi! iVfsristîsi, daus le cas présent, les 

fonctions sna^tnWmires , çlles ab^ibënffW factot|É|qni les aâectont , 
et les deux termes du stscond niMHG<l'i||^nt être regardés comme 
les difliërenccs exactes de deuxfoft^ns arbitraires , l’uue de », l’autre 
de f3. llepicseiitant donc < es n#av^)ipfonctiôns par les ( aractères ♦ , -r,. 
ou, pour mieux dire, celijtlEiles divieunciu l'une et laulre lorsqu’on 
fait évanouir le dénominateur du premier membre de l’iniégraie, on 
aura 

w =. A*« 4" (-■’/ 4" Cp) 4l8- 

Remettant pour « , p , A , les valeurs quelles représemenr, et substituant- 
ensuite potir « cctre valeur dans (c) , (d) , (e) , la première denondta 

a=px+7, + v^,;.4-pH-r/’;*r j^^Ç^Tf-(.-/4-Cp)+ 


( -SS) 

et reprrseniam cette équation par M:j=o, l’intégrale finie sera le 
résultat de'rélimiaatioa des deux indétemrinécs p, q', entre les trois 
suivantes ‘ 

=0 



(^)=“ 


XII. 

% 

. Si l’on Touloit trouver eauf , s' , Fcquaiion de la surface qui est 
le lieu des normales menées par tous les points de la seconde carac- 
téristique , il faudroit éliminer trois des cinq quantités 
entre les quatre équations 

æ — a:' (z — s') P O , 

7— / + (* — *') 9 = O 

B Cq =fl(j/-l- Cp) 

— (7+9*) = 4 ^ 

dont les deux premières sont celles de la normale, et les deux autres 
«elles de la caractéristique. Or il arrive que par cette élimination les 
cinq quantités di^aroissent : on a donc pour équation de la surface 
des normales 

^i , parce que P est constante pour la méipe caractéristique , est celle 
d'un plan. Donc la seconde caractéristique est elle-même la ligue de 
la seconde courbure , ligne qui est plane , comme la première , mais 
dont le plan est constamment perpendiculaire au plan donné. 

Ayant l’équation de la surface développable normale , dans laquelle fi 
est un arbitraire qui' particularise la surface individuelle, on aura 
facilement celle de la surface des centres de l’autre courbure j car cette 
surfitee des centres est i’enveloppe de la suiiàce nonnde considérée 
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jQQbSe. Ob aura donc son équation en éliminant 0 de Téqua- 
tion de la surface normale , au moyen de sa dilTérentielle prise en 
regardant 0 comme seule variable^ c’cst-à-dife* en éliminant 0 entra 
les deux équations suivantes . 

• 0x> — y» + *' • 

■ ^ ** = 4^ 

OH , ce qui revient au même , entre les deux suivantes 

Cx'— ^i' = C40 

cy — &' = C[04'0 — 40] 

Or cette ^imination est praticable , quoique la fonction 4 soit arbi- 
traire ; car il résulte de ces deux équations que leurs premiers membres 
sont fonctions arbitraires l’un de Tautre : donc 4 représentant une 
nouvelle fonction arbitraire* l’équation de la surface des centres de 
la première courbure sera 

cÿ— B,z' = *iCx' — Az'}, 

"qui est celle d’une surfece cytindriqne à base quelconque , et dont ta 
droite génératrice est constamment perpendiculaire au plan donné. 

'' Si l’on vouloir trouver de mên^ l’équation de la sur&ce dévelop- 
pable normale correspondante à la première ligne de courbure , oa 
' ne pourroit pas éliminer en même tems les cinq quantités x *,p, ç, 
des quatre équations suivantes, qui sont celles de la normale et celles 
Je la première bgne de conrburc 

X— •*' + (* — s')p=o 

. = ' J'— y +(*— »')ÿ = o 

. .</x 

jip -\-Bç — C < • 

/(*+P‘-4-r) ~ * ' 

... f 

il fkudroit y )omdre encore la suivante 


— +p> + ^') =/?,. 



» 

( ïGo ) 

(jui (loniii; rnxjiivsjion du rayon de courbure , ei alors on auroh ' ' ’ 

! ■ ’ ! Jv lU'l’j 

■*1- -f- tia* œ i)nt «iî ; n a> i. ;i;;!j r,. t 

ilaas la juL'llc « «si coiislante pour la même surface normale /et qui 
pour un point quelcouf|ue de celle surface , exprime le rapporl entre 
les trois coordonnées x' , y, z', et la distance R de ce point à celui 
de la sui facc courbe. Mais si l’on diflerenlie celle équation en regar- 
dant et comme scidc variable, ce qui donne 

on ne considère plus sur la surface normale que son intersection 
a¥(pc la surface normale consécutive , intersectirm qui se trouve 
entièrement sur la surface des centres de la seconde 'courbure. -Donc 
si l'on élimine «, ce qui donne ^ * '■ ■' 

• 71 = ♦ (.■rftc' + Æj'-rl- Cs'), 

dans laquelle e indique une nouvelle fonction arbitraire , on aura 
l’expression du rayon de la seconde courbure en 'coordonnées du 
contre de celte courbure , et ce rayon sera constant lorsque la distance 
du centre au plan donné. sera constante. - 

Ratsonsant ici comme dans le premier eu, on verra que si, «près 
avoir conçu -une surfiice cylindrique parallèle -à celle des centres de 
la première courbure , et qui aurait -pour base la dévelpppante de 
la base de cette dernière , on suppose , qu’une sphcre variâblc dç rayon 
roule sur cette surface de manière à en toucher successivement tous 
les points , et que le rayon de la sphère soit constant lorsque la 
distance du point de contact an 'plan donné est constante j le centre 
de la sphère mobile parcourra la surface demandée. Ainsi la sur&ce 
du cas général ne dîScre de celle du t!as partictdier que par sa 
position. 

Cette dernière généraiion peut facUemehC s’écrire en analyse. En 
effet l’éqnation de la snrface cylindrique développante de celle des 
centres de la première courbure est ■ - • 


Cy — iBa' ( Ctc''— A3) , 


é 


( ) 

dans ]a(|iielle la foncti opjEI»dé ci Kéed e la iioaction •i' , j^enWejl 
être regardée comme arbitraire , si l’on cesse de conskldl 
représentant par j; , , s , l4s ^ cbdidftinées du centre , 1^ 

la surface de la spbèra mobile est 


7 WMI*'' un i ■a> 


dkiii1a^dré''le'' rtÿdd eM Ùae fî)nièdbb arbitraire’ y" de la‘ distance 
dii'îioiiit de ' an dofanêl fefdnc il l’on' fcprifsènte ces deux 

^uadons,' la preniièt^^r i»^= o eHa' sccbpde par iV r= o i l’équa- 
tion tptégràTe, dé la saréce géilérdtë ést le feullal de l’élimination des 




yliu.it) Jn ,11. 


cmq quantités a;' 
suirautes 






, entre les six équatii^ 


(l'Mi.)' 




Jlf 


= a 


JT 




’ /<w\ : 


= O 

n lu: 




^ lit H/i— rv. 

,= O 

Ces suc équations peuvent toujours être réduites a trois; car i*.‘les 
. .. /dz'\ /, h' \ 

qnanütes ^^7 J \ se .trouvant pas sous les fonctions 

arbitraires , leur élimination actuelle peut toujours s’opérer ; ce qui 
réduit à quatre le nombre des équations ; a», si l’on égale à de nou- 
velles indéterminées u , p , les deux quantités qui sont sous les fonc- 
tions arbitraii^s , on aura six équations , entre lesquelles qp pourra 
éliminer actuellement les trois quantités Xf/,z, qui ne sc tivu^veroiu 
plus sous les fuuctions arbitraires; et cctle élimination réduira à trois 
le nombre des équations , entre lesquelles il feudra éliminer les deux 
indéterminées n et v ; ce qui ne pourra avoir lieu que quand on nura 
déterminé les formes des fonctions arbitiaira. * '* 


. 


‘ •• V,-. 
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S. XVIII. , ^ 

• t 

• De la surface dont un des rajons de courbure est constant. 

îv'ous avons vu qu’une' surface coudaë' avoil pour chacun de ses 
points deux rayons de courbure. Ces deux, rayons , pour le même 
point , ont entre eux une relation dilférenie , suivant U génération 
de la surface. A'ous nous proposons de trouver les équations , tant 
aux dilTcrences partielles qu’en quantités finies , de la surface pour 
laquelle un de ces rayons est constant et = a , et ensuite de décrire 
la^ génération de cette surface. > ] <. ■ i l - 

I. 

I ■ • t' • 

L’expression des rayons de courbure étant donnée par l'équation 
du second degré.. : f — * • > . . i 

' V.- 

fl. (rt _ J*) 4- fl l/{î+p*T75 * + .?*) »■ — » P?* -f- ( » + P*) ' 3 + ( < + P’ + V 1 * = • 

si le rayon d'une des courbures doit être constant et = o , on aura 
l'équation aux difl'érences partielles secondes de la surface ,, en faisant 
a dans l’équation précédente , ce qui donne 

O* {«—*■>+ « l^(i+P’+d‘) [(‘+9’) '•—aPŸ»+(i+P*)*] + (>-fP* + ?’ )•=<>• 


L’équadon que nous venons de trouver est comprise dans celle qne 
nous avons traitée dans les parag. et 14 : car si , apres l’avoir divisée 
par(rH-p> + 9’)*, on lait pour abréger 

°(‘ +?’) —_jt ! 

' * ( > + P’ + <?■ )• 

•‘PI ^ S 

( 1 + p> + )> 

* «CH-;»’) _ 


(» + 


= — 2 ’ 
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elle sera s<Jns la forme'’' ' ‘ 


r V 


j«)(/jr— 5 *)— 3 ^^+ 1 ^ ojv Jt 

vi f '*■ 

• i> .A ..C 'T «n r^orftrniint: n O COU 


ainsi Îm i^anüi&'lB. S^rfsom 1«' weflicies^'des différences par- 
üeUes secondes d’uiie même foncüoi de p et 9 : ce (^î est la condiuon 
despaiag. i 3 ct 14. Nous représenterons celte fonction de ;> et ^ par 
T {p,q). Donc laswrfitca demandée est l’enveloppe de 1 espace par- 
couru par une autre surface constante de figure , et qui , sans 
tourner, se meut te long d’une conrfce arbitraire. 

Pour trouver par intégn^ion la forme delÛbncUo« T ^ nous ayons 

r rfrf = 714» + .• pr'' = 

V» *♦' / ** 'V ' 

iubstituant pour fl 5 , T, les quantités quelles représentent , on aura 

.vTl!lk.y- 'L '“i.vr) , J-JU ,lJd J.I ko .iH- .'■■4 

,, —a(i-hq')ap + apçaq 

i. ar SS ■ ■ ■ ^ , 

. ■■ apqdp — a{i-\-p')dq 
j:|Mf iit^r . 1. , r • V i. Tr'fii^t'lVFî î;^f? î : , 

(. 4 -P- + 7 -)’ 

ce qui donne en intégrant _ , 

. r« = ' 

-<1 . vi«l k-. 

lii ■<, • , 1 : I ., -i I') , n âi: Uj tnnkni.o MO > 

Noos ayons de même •. *nii(l'[iji 4<1u<>t) .o ■ 


1 

;‘ni I’ 


/ , 

’iî.-i/ Mlu 


X"» 


■J 




dr ï= r*dp + ^'àq , ‘ “ 


>if t 


r on , en subsdtumt ponr ni i" lews ^««s 

..... 

lUluVM *1 ■ 'cttar < vfc uoi)t»fp-'i liît"'* 

^ dt Baf*f 7 ( 3 i»aieqP^§^ a >,h ; f 

-p* 

dont nmégrale est ~ . 

.i<biv, . dbV t sur- «V ( ‘ 


oiioiratidUb ntfh. ' 


i.f.' 


J 


« • 
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Donc , mettant pour r , r' , r" , Icuis valeurs dans les formules des 
panig. i 3 cl 14 

. «/» , "9 . _ 1 . 

X+- ^ 'L ■■:. -=aS«>.r+ 7 =i==4«. 

' V V -t"'/ ) 

d’où éliminant a , les équations aux différences partielles du premier’ 
ordre seront deux quelconques des trois suivantes 

np ' ' ' P ’ ' a' ' ~[ 

Vi ' ■■ 

,1 ^7 ■ - . r,_ « ' 

,iî::^:!L^=Tir:r+' , --1 

V^( '+/»’ + 7’) L V^(i4-/f + 7vJ’ 

» f. . , } n.pi ; c » , i • 

âont une est la suite necessaire des deux autres. 

■' V 4 - HL' 

Si , au lieu d’éliminer « , on cTimlneT» et <7 , on’ aura pour équailon- 
de l’enveloppée ' ' 

(x — <f«)’ + (j' — 4 “)’ + (* — «)’ = <J’. ' 

Donc la Wlace.deœtjiidîis' est ‘ l’enveloppe, & respee N^arconru par 

une sphère dont le rayon constant est = a , et dont le centre se meut 
le long d’une courbe à double courbure arbilwe 'daBS ses deiùc 
projections , les équations (U celle conrbo étant représentées par 


t • :r*'lc7' Wé'l rr I 




Donc enfin l’équation de la ’$»H^ac^^^n,.,<lïï?ntités finies est le r&ultat 
de l’élimination de a entre rg n uait ot t 4e4«^hfe>e'Mobile et la suivante 


• (x — (/ — 4“)4^”l”* — »s=.o^ >i;i • ji'i' > 
'qui csr sa différenikUe , pris'e ci regVrdaiV^’ fïrimiè seule variable. 


Gr 
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IV. 

dertucre équation , qui est une de celles de la caractéi^^ce 
de k Surface, appartient aussi à un plan normal à la courbe à double 
courbure arbitraire , et qui passe par le centre de la sphère ; ainsi la 
caractéristiqne est l’intersection de. ce plan par la surface même de 
la sphère ,1 • a/ant la même valeur pour l’un et pour l’autre. Donc la 
surface demandée peut aussi être regardée comme engendrée par le 
mouvement de la circonférence d’un cercle constant de rayon , et qui 
se meut de manière que son plan soit constamment normal à la 
courbe arbitraire que parcourt le centre. 

' Ejafin , si i’oa conçoit qulon cercle ‘ d’wi rayon a,, étant tracé 
Sur nn pian , ce plan se meuve en s’enveloppaMt sur iine surface 
dévelop|râble aibitraire v ou , ce cpû revient au même en roulant 
antonr de deux surfaces courbes arbitraires , la circonlerence du cercle 
engendrera encore la surface demandée ; car nous avons vu que , dan» 
l'un ‘et' l’autre ^casÿ> le plmi' mobile’ est toujours sKurmal aux courbe» 
parcourues pM- efeaows èU ses .. erun . . ■ nu>HU 




V; 


• 4 “ .*■» 


Il suit de- ce qui précède, ^ue si l’on sn'ott une éijuation aux dif- 
^rencupartiellpsdupremier ordre co|nposéc d’une manière quelconque 
des trois quantités ‘ ‘ ”î’ ' ’ 


X + 


op 


de manière qu’en représenta» ces quantités respectivement par L f 
M, N , <fn eût 

<iioiiaiipi) J.,.,.. Il ^ 

l’intégrale é(e cette équation scroit le résultat de l’élimination d^anè 
des deux fonctions arbitraires o ou 4 ,* îÀ de l’indéterminée « entre 
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les trois équations 

(s — «)’ +(j — 4«)* -h(2 — «)’ = <!*, 

(î 4«)4'«+ Z — a. =o, 

F(<f« , 4«t *) = O , 

qui , parce que l’cliraiDalion actuelle d’une des deux fonctions est tou- 
jours praticable , peuvent toujours être réduites à deux autres , culte 
lesquelles il faudra élirnincr «. 

: VI. 

Si l’on n’eàtpas reconnu que l’équation aux düTérences secondes étoit 
contenue dans celle que nous avons traitée pamg. i3 et i4 , on auroit 
pu l'intégrer par la recherche de sa caractéristique. En effet , si on la 
différentie en regardant r, s, t comme seules variables , et si l’on 
représente les coelliciens de dr, ds, dt, respectivement par R', S'y T’, 
que nous accentuons pour les distinguer des mêmes lettres qui ont 
d’autres signiiications dans les articles précédens , un aura 

R! = a't + a (i < 7 ’). 

S' = — a a* J — a apç ^(i + 

r = aT-ha (i 4-p') V^(i +P’ + ^') . 

tvaleurs qu’il faudra substituer dans l’équation générale de lu caracté. 
rbtique 

R'djr' — S'd^dy -h T'dx' = O. 

Or , celle équation sera alors un carré parfait , car on a 
4/l'r' — 5'» = O , 

ce qui se vérifie au moyen de la proposée. Donc , les deux carac- 
téristiques de la surface se confondent en une seule. La racine de 
celte équation sera donc indifféremment l’une des denx équations 

a — S'dx = O ,, 
a Tdx — S'ify = O , 
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qai , par la substitution des valeurs de R' , S\ T, et en chassant r, s, t, 
deviennent 

I 

aàp + [(i + P') dx+pgdj'] + p‘ + tj') = o , 

+ [(‘ + “7’) «tr Vi‘ -+-p' + 9') = O . 


et qui sont telles que si l'une a Heu pour certains points de la surface , 
l’autre a aussi lien pour les mêmes points. Donc , elles équivalent aux 
équations des deux projections de la caractéristique. Tirant de ces 
deux équations et de dz-pdjc-\-q^ les valeurs de dx , dj, <b , (m 
trouvera 

• , , a[(^+q')dp—pqdq] 

dx H ^ = O , , 

(>+p’ + 7*)‘ 

' ’ J I “ [(' + P') tlq — . r 

-i T = O . 

(■ +/»* + 9’)* ... . . , 

dz+—^S£±±Æ^ = o, 

(t+p'+q')~ ■ 

qui équivaudront aux équations des trois projections de la caracté- 
ristique. Or , ces équations sont toutes intégrables , et elles ont 
pour intégrales 


a>+ 


ap 




-y >3^ 


aq 




=/8, a 


dans lesquelles les arbitraires y,H,a. sont tontes trois constantes pour 
la même caractéristique , et changent toutes trois de valeur pour des 
caractéristiques dilTérentes : donc , deux quelconques cUentre elles sont 
fonctions de la troisième •, et l’on aura 

y = ^ = 4« » 

ce qui donne le même résultat que par l’autre méthode. 


VII. 


Ce dernier procédé nous (ouruit le moyen de reconnoltre que la 
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caracicn'stiqne est uhe des lignes de courbure de la surlace. En effet 
si , après avoir mis les équations qui donnent les valeurs de Ifl', 5', T*, 

tous la forme suivante . v 

. N , '> ■ ■; 

R > — a't = -hA>* + 9*)> 

0 i' + aa*f = — 3 apq \/^(i p‘ -t- q ‘) , P , lo I- i- i.. 
T— a'r = û(i+p*) ^(i +/»' 

> 

on multiplie la première par dy ( «far + sdy ) , la seconde par 
tdj' — «fr* , et la troisième par — dr ( sdx -J- tdj ) j et en repré- 
sentant par = o l’équation générale (£) des lignes de courbure, 
on trouve 

{iR'dy —S'dx) dp— (2 Tdx — S'dj) dq = laH yn 
Or , nous avons vu que pour la caractéristique on a 

3 R'dy — S'djc = O , ^ 3 T'dr — S'dy = O j 


donc , on aura aussi > j. 

H=o. .. 

Ainsi , la caractéristique de la surface est la ligne de courbure pour 
laquelle le rayon de courbure est constant. Il est facile d’après cela 
de rcconnoltrc que les lignes de Pautre courbure som ccHes qui sont 
parcourues par les points de la circonférence du cercle générateur , 
et qui ont toutes les mêmes plans normaux que celle qui est parcouruo 
par le centre. 

Dans cette surface , les lignes des deux courbures sont donc dis- 
tinctes et ont des équations séparées , puisque l’une d’elles est 
toujours un cercle d'un rayon constant et =- n. 11 en est de même 
pour les surfaces des centres des deux courbures ; et U est évident 
que l’une de ces surfaces se réduit à la courbe même parcourue par 
le centre. Pour la surface cylindrique à base circulaire , qui e.->t un 
cas particulier de celle dont nous venons de nous occuper , une des 
deux surfaces des centres de courbure se réduit à une ligne droite , 
qui est l’axe du cylindre. 
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VllI. 

lÆsdcux fonctions arliilraires que rcnR rnicul les équations intégrales 

— 4-(j — 4«)* +(i— _«)*=a* . . . ■ (J) 

(je <f«) (»'«'+ (7 4at)4'*+ 3 « = O . . (K) 

1 ■' ' ■ ■ 

étant composées de la même quantité « , il est facile, par la méthode 
générale que nous avons exposée en traitant des surfaces dévelop- 
pables, de déterminer les formes de ces fonctions de manière que 
la surface passe par deux courbes h double courbure données arbi- 
trairement. Mais , dans ce cas particulier , cette méthode présente une 
récipcocité singulière que nous devons faire remarquer. ' 

Ein effet , lorsque la sphère enveloppée se meut de manière que 
sa surface touche toujours les deux courbes arbitraires données , son 
centre reste toujours ù la distance = a de chacune dVllcs ; il parcourt 
donc une courbe qui est rintcrsection de deux autres surCices do 
même génération , ci dont l’une seroit l'enveloppe de la meme sphère , 
si le centre parcouroit la première coürbe donnée , et dont l’autre 
seroit l’enveloppe de la sphère, si le centre parcouroit l’autre courbe. 
Ainsi, en supposant que les équations données des deux courbes soient 
je — Fj et j = fa pour la première, jc = ù tA j—fz pour la seconde, 
la détermination des fonctions arbitraires e et 4 peut être prescfitp 
par le formulaire suivant. 

A la place des formes èrliitralres des fonctions ÿ et 4 dans les équa- 
tions (J), (A), on substituera' les formes connues 1’, F relatives à 
la prèniière courbe , et on éliminera » , ce qui donnera une première 
équation résultante en X- J J, s. ■ • • 

De même , à la place des fonctions et 4 substituera les 
fonctions connues î ,/ relatives à la seconde courbe, cl on éliminera 
a, ce qui donnera une seconde équation résultante tu je , z. 

Des deux résultats on tirera les valeurs de a; et ^ en z , et ce$ 
valeurs jc=<fz", donneront en z les formes des deux fonc- 

tions demandées et 4- ' 


♦ 


22 
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A 


Enfin , s’il falloit déterminer les formes des fonctions et 4 
manière que la surface touchât deux autres surfiices courbes données 
arbitrairement, chacune suivant une ligne courbe; c’est-â-dire , si 
la surface devoit être l’enveloppe de l’espace parcouru par une sphère 
qui se mouvroit sans cesser de toucher en même teras les deux 
surfaces données : il est clair que le centre de la sphère mobile sesoil 
toujours à la distance =: a de chacune de ces surfaces. La courbe 
que parcourroit ce centre seroit donc l’intersection de demi autroi 
surfaces courbes, dont Tune auroh les mêmes normales que la pre* 
mière surface donnée, et en seroit à la distancesso, et dont Fautre 
anroit pareillement les mêmes normales que la seconde surfiice donnée^ 
et eu seroit aussi à la di.stauce = o.. Ainsi, dans ce cas piurticulier, 
et en supposant que les équations des deux surfaces données soient 
x = P (x, ^)pour la première, et pour la seconde, 

la détermination des fonctions aibitraires ♦ et 4 peut se prescrire par 
le formulaire suivant. vk 

. Nommant respectivement df = o , o les deux équations suivantes 

(x — â)-'+ (j- _ 4- [s — F (M , J.)]* = o* , 

(x — t.)*4- [s — = 

on éliminera /lel y entre les trois équations 


et on aura en x,^, z nu premier résultat. On éliminera de même 
|t et ÿ entre les trois équations 



et l’on aura en x , , i un second résultat.^ On tirera de ces deux 

résultats les valeurs de x et ^ en s, et ces valeurs xsx^2,j'=4* 
donneront en s les formes des deux fonctions demandées <s et 4, 


a 



( « 7 » ) 

l’on subsiitaera en a dans les deux équations (7), (K). On éliminera 
a entre ces deux dernières équations , et l’on aura eax,jr , z l’équation 
de la surface individuelle qui ceint en même tenu les deux snrütces 
données. 


8- xiï- 

De la surface dont^ les deux rc^ons de courbure en charnue poùH 
sont égaux entre eux et dirigés du même côté. 

Les centres des deux courbures d’nne-surfacc courbe, pour chacun 
de ses points , sont sur la normale qui passe par ce point ; mais la 
position de ces deux centres sur la normale dépend en général de 
la génération de la surface. Si les centres sont tous deux placés du 
même côté par rapport ii la sur&ce , les deux courbures présentent 
leurs concavités du même côté : c'est ce qui arrive , per exemple , dtins 
tous les points de la surface engendrée par la révolution d’une ellipse 
autour d’un de ses axes. Si les centres des deux courbes d’une surface , 
pour un de ses points, sont placés de dliférens côtés par rapport à la 
surface , l’une des deux courbures en ce point présente sa concavité 
du côté vers lequel Fautre présente an contraire sa convexité. Nous 
verrons par la suite qu% c’est ce qui arrive dans tons les points ^de 
la surface engendrée par la révolution d’une hyperbole autour de son 
second axe. Cela posé , la suriâce dont nous nous proposons de trouver 
la génération est celle pour chacun de^ points de laquelle , non-seu- 
lement les deux rayons de courbure sont égaux entre eux , mais encore 
les deux courbures présentent . leurs concavités dii même côté , c'est- 
à-dire , est celle pour laquelle les centres des deux courbures sont 
toujours confondus. U est évident que la surface de la Sphère «a est 
un cas particulier , dans lequel il arrive de plus que ce centre commua 
des deux courbures est lé même pour tous les points de la surface. 

• ■■■■' ‘ I. 

/ 

Les centres des denjt <^rl;nres..se,POnfQiidront en chaque point 
de la surface , si les deux valeurs que donnô l’expression du rayon 



de courbure . 


{ '7» ) 


— 3*1 


— ■ /■- , =: • • . . ♦ J 

J 

sont égaies entre elles et de marnes signe, c’est-à-dire, si le radical, 
par lequel diflerenl ces deux s'aleurs, devient nul, enfin si l’on a 
fl' — ^A’g=o. Donc en remettant pour g, h, k, les quantités 
qu’elles représentent , l'équation aux dificrences partielles secondes 
de la surface demandée sera 

4(rt — j»)(i ap9s-H(i -}-;/•)<]* = O* 

et Feipression du rajron de courbure pour cette surface sera indif- 
féremment ‘ ~ . I 

_ — 2 *1 „ — é-/i ■ 

. H = — ^7 — ou /} = ' ■ ' 

• \ : . . . 

qui sont égales entre elles. '' ' ~ ■ 'ci- ;• 

’ n.: ■■■“ ■ ’ '■ ' 


Avant de tpiitter les dilTércnces secondes, nous obseiTcrôns qu’en 
faisant pour abréger , , ^ ^ 

y q') r — pqi = A , ^ . 

{i + <f') s — pgt = Jt .1 

P') ‘ — p<j\r I. - - 

— = ^ •. . ,, .1 
ce qui donne _ ’ ^ i , > • î 


^-hZ) =A 


IM*' c;'*'j /rv!. ■■el 


pq{A-D)'={i-]rp')B — (ir^‘q'}C ; 

, , ^ I # . -J , J 11 . 

féquEition générale (E) des lignes’ de ‘courbufe,'' qui devient alors 

J I . . . , . ' « - ■ I • * •»! t.i-'i . r*»h' «il H *î ^ ' ' 

^'\ï' {A dxdy — o 
produit deux valeurs de qui ^ c dillêrent entre elles que par le 

radical , .. .. • ... . ^ r . ; . l 

. lu- -1 .1- 


Or ce radical est le môme que celui qui entre danilsi vàleur du riiyon 
de courbure, c’est-à-dire, qut la quantité — Z))’+4 BC , ou 
— 4 — cït..=-A’ ®st facile à 

vérifier. Donc la surface don^ nous nous occupons , et pour laquelle 

le radical est nul, [es i ^tnt-valeurs relatives aux lignes de 

courbiucp,sqHt.^çl^^BU'e.ieUesr Donej.'eseepté ks cas portlculienfiouT 
lesquels les trois quantités B,C,A — D-, sont chacune = o , et 

ne déterminent autSme- vdenrpqtjr^ -^^A^la 'Surface n’a pour chaque 


ncciicrchons aauora queues 

1. •. . . .1. fi n ito, -Mr.- iu> t > 

sont ICS surfaces qui Sont dans le cas de 1 exception. 

Il , ;.i ■ 'i‘i »,| fri;p 'Il [I n/ n:i vi iiirui •. i i i , . 

Des trois équations B = o,^ ^p\ Â — rpti déterminent 
lé tert 'de rexccjilion,'4a''triiisibnier!it une 'sÎM|aii^essàiré‘‘d‘es’^dcu:i 


> i l . 


iff »Hfl>*>|4’wiwrt»y»r Iflf, deHj^.flTepvèrjes ^ ;guLpqweiu ôuisr 
nasses, so^ foriq^l,,, hu<r”><- -it i't miiniiiVio «oia up tu ' 

l.iui; . iii.ilMiir à «tlijt JH-«f «>iKu)l'*P« ^■>diii<o .-•vi'iip 


V <tri / . I .V , 

li;-.. . -lu >' «li.m , - C l c i-l ll fll U lt> B • J tMir ; ;l II P Ilvül |I,I 4 

U „ , ■ Y.. 1 O ,i I-I : r'itiS iunii| —i y •■ni;''' .li ■ 

Or ia première étant une, diflccrncc partielle exacte prise on reenr- 

J -1 I 1 ' 1.1 ' ;i.» J i,r . tl,, u/t •) . I V. -, iii.fii <• 1 -, 

dant JC comme seule variable, elle, doit etré integrce comme une 
'■ ' ,11, J lUi-'- ‘iilii 1 v\ yui 1 II I ! . i.: i U "^jI'iii. - ji .1 ...6 
diHcreuce ordinaire, et complétée, non par une constante absolue, 
1 ..Il «< •» fti.') iii-Ki.' ,-o t.isil!/:,- .li'f'j ca/ aiii> ;io , , ;I 

mais par mie mnction arbitraire de la quantité qui a été regardée 

constante dans la différentiation ; il en est de méssse ptum la.aécond«Y 

qui doit être complétée par une fonction arliitrairc de x. Les iptC' 

grales de ces deux équations sont doué' * 

!, P — Aisar * a 

7 = k\jr i j!ii.-t- >uif ito ' onob iii]) pa 

nmettaat pour k sa Vâlêur ^ijt +A’’ + f’J> itrau ks valeur» 
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Talenrs qui, étant subsùraéce dans , donneront 

/ — <».y • -j- f . </)■ 

s., „L,, 

•• ■ri- ' J -, *1 yi" !; - ' ; ' , , , 

!^ous verront dans la suite , eu traitant de la gcncration des courbes 

à donblc cuuebure , que , suivant les rurnies des deux fonctions u et 4, 

cette équation peut appartenir ou & des surfaces courbes ou i des 

lignes courbes ; mais nous avon» vu que dans toute surface courbe 

l'on a toujours ^ ifr^; 

les expressiOÉM différente d\irtil sbiSe é( itiftrde qundlhé t)onc i^ti 
exccutotat cette opération sur le second membrè j*' polir' tbutés let 
suriâces courbes auxquelles peut appartenir cette équation, on aura 

; ■ ;* 

équation qui ne xioit pas suvir à détMniiner_^' en af, mais seulement 
à déterminer les formes des deux fonctions ^ et 4- Or cette équation 
ne peut pas avoir lieu pour toutes les valeurs de x et de_^^,*à moins 
quë CCS quantités n'entrent ni l’une ni l’autre sous leurs fonct^ns 
respectives , où que ces deux Ib^ctians ne soient éfislcs chacune à 

^ Il * . I* I -iii r. 8 " rf IIP- ■ 5 ». 

Ii ii-iir." ■ l'iiib ,l r.nt '- sincpruii 

, V — • >1 "T/'> liob 1- ]I 

tin . ^sb :b 


une lataie constante •<^> 
Donc on aura en même tenu 


$ X := 


i> = 


te qui donne en intégrant 
x+o 


J w le 




— , ■■ _ r+^ . 

A ïDOq ja«l*«wv 


> • 
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substituant ces valeurs dans l'équation aux différences ordinairts, elle 
deviendra . - ‘ 

^ + (,r ~1~ 

yf [e> — (x -h ay — (7 — b)*] 
dont l’intégrale est ’ 

î -f c = — V^[e* — (a; -J- ci)* — (/ — 

OU 

(x -f a)‘+ Cr + *)’+(* + = «* 


est l’équatioii de la sur£tce d’une sphère dontla grandeur et la position 
sont arbitraires. 

U suit de là que de tontes les surfaces dont les rayons de courbure 
sont égaux entre eux pour chaque point, celle de la sphère est la 
seule dont les deux lignes de courbure ne se confondent pas ; et même 


la valeur de 


iho 




n 


éuut pas déterminée pour elle dans l’équation (£) 


des lignes de courbuée , il s’ensuit que toute droite ungente à cette 
surface est aussi tao|[eni« « mm ligsM de «oUrburef c'wc-à-^dife , tfifur 
par ebaedn de ses points on peut faire passer une inCniié d« lignes , 
de courbure différente ; ce quiestarailleun cKident« puisqu'on peut y 
faire passer une infinité de grands cercles. 

Pour toute autre surface de ce genre , chaque point est un ombliic 
par lequel il ne passe qu’une scUlc ligne dé courbure , et l'équation ' 
de cette Kgne > ' ■ 

« — Z?) —■ CdLt’.Œ Q ■' 

étant un carré parfait, peut être remplacé par sa racine carrée) qui 
est indifféremment l’une des deux suivantes 


a Bdjr + D) dx t= O 

iCdx — (^À •— D) djr O 

ou, remeltimt.pOur C, Z), leurs valeurs^ et chassant, r,t, t, 

Féquation do là ligne unique de courbure sera indiflénmmceit 

• , r 1 , ^ , 

. . •( . i i<l> àa [{i 


J 
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cquations (pii , appartcnani àjîne'inéinc courl^ peuvent être regardée* 
^.'omnie équivalentes à celles de deux de ses projections. • 


, t _ .jn . 

I* I 

Pour trouver les'fiüégiéà^s de Icquation aux différences partielles 
sectHjdcs^ JWM* d’aj^f^.cjicrcbpr l’çqiwtipn de la caractéri|sJi^quq, , 
Pour cela, si l’on diflcrcniic l’équation en regardant r,^, t , comme 
seules variables, et si Tpq représente par /V , S' , T, les cocfliciens 
rc|ÿJMufs^de ^^onvera ’eu'co^ervant les flJjréviaûons 

•iH'-'uii J ■ »mj tifi'fli'jWO*' —i. a d (t -fi m< a •*1<>‘*' 


C-\) Oo' rtifpi'l t.in “"14 éf's-f- 4 hfXj ç. vti>ll.':7 e{ 

T' =7 4 ^ éi jfi -+> P') f 

ellM i iunU sJii*’: l'i - 'r* ' ' fi i xr^i' >> !> 

vnieprs qo’il fitudra substituer dans l’équation générale de la carae- 
téiistiqu* ou.iiui nio - ^ u •' •* •. il>i , q 

# Il M] non;,- ,ii JVtfy* — T'^dx* = tii' ' ■ ' 

I ! ,.iii ■'•iiel 

J&lais alors I cette^ é(piation sera un carré parfait; car, en effec- 
tuant la ^quantité 4 — S'* , on trouve quelle , est égale à 

lé ^* ( 4 ft'g — A’ ) , qui est nulle en vertu de la proposée : ,do»c les 
deux caractéristitpies de la surface se confondent en une seule , (pii 
anra indifféremment pour étpiatiun l’triie des deux expressions sui^ 
vantes de la racine de l’éipatipu précédente ^ 

X B>(fy -j. S'dx = O I 

a 5T'<ir-H =o . 

* :V< 1 - — 

Ces deux équations (pii appartiennent k la même courbe , et dont 
une seule, au moyen de la surflice, suffit pour déterminer cctK 
courbe , doivent donc être regardées comme équivalentes à celles de deux I 
projections. Donc en remettant pour R' , S' , V , les (piantités (pi’elles 
repiésentent , et cbassapi r, t,t, les deux équations aux différences 


•Il . a» 
. >li»lKii I- ‘ 


J 
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ordinaire* 4e la caractéristique senAit 

I 1 /-i.' . I ' 

a K' np ~ h (dx + pdz) = 0 ^ 

ak'dq — h (_dj <jdz) = o 

*et en j joignant 

dt = pdx -j- qdjr 

iqui, étant celle de la snr&ee ntéme sur laquelle cette conidie se tronre, 
éaJ appartient aussi , on aura trois équations qui équivaudront à cdlea 
de trois de ses projections , et dont deux quelconques sufllront pour 
la déterminer. 

.1 Dana ces tanis équations, les variables x, j, », n’entrent pas; il 
n’y a que le* düTérentielles jle ces variables qui s’y trouvent : on peut 
doue le* isoler par l’élimination , ce qui donne 

dx: l(i + Ç') dp — pqdq} 

dj = -^ [(j -t- P') dq — pqdp^ 

dt = -^Ipdp-^-qdq-l - 

dont la troisième s«it évidemment des deux première*. / 

Or les deux premières de ces équations sont les même* que celle* 
que nous avons trouvées dans l'article précédent pour la ligna 
unique de courbure de la surface; donc, la caractéristique, uniqua 
pour chaque poiul , n’est autre chose que la ligne unique de cour- 
bure , et%Ou$ pourrons dans la suite considérer indifféremment cette 
çonrbe sous l’un ou l’autre de ces deux aspects. 

Si l’on substitue dans ces trois équations , pour h sa valeur prisa 

dans l’expression /{=3 — rayon de courbure, elles deviennent 

.. ; . ; dxi=-Rd^ 

A • . 1; ■ . S& ÎS Rd — j» .!• 


*3 
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qui seroiem tonies trois des difTcteniieUes exactes, si le’ rayon de cOuri- 
bure fi étoit une quantité constante , et alors leurs inlégialcs seroient 
coniplctccs par des arbitraires qui, étant tavies trois constantes pour 
la même caractéristique indisidneHe, et Tarîahles d*unç ça^otépstiqyp 
k sa consécutive, scroienl fondions d’une même quantité a, qui par-^ 
ticularise la position de cette courbe. Mais le rayon de courbure fi 
nest pas constant. Si donc on intègre «s .éejniiiniis enfregairfànt 
comme constanS„,il .fcul.ique les arbitraires -loiént >non^seu|amenit 
fonctions delà quantité » , mais encore de élv «t qno ces 'fonctions' 
soient telles que les dilférenticllcs de chaque équation prise wi 'regar- 
dant successivement « et il comme : seules variablen, «en» ‘lieu. 
Acprésentani donc par o , + et » trois ijjpiictioiis «Aihmines de « 
de il , on aura i Hoilmiiuiit'i'i irq a»iori «I :uiol> 

■ JC ^ (il , - 

,j=^ — + 4 . *) f 

»= -i-» (ilr^ ,rr. 

n i\ 


lés iroü fonction* Asnone saiisifiiii* aux demi systèmes d’équation^ 




<> 

£i:lf 


= ° > 


tout» 
:i • 

I i"j> 
■j -tb ■«. •bui 



qai résultent de ki diHercntiation des trois précédentés , opérée en rc-' 
mrdant successivement il et • comme seules variables. Or, les trois 
dernières équations p" = o; 4" = ». »" = o.' «priment que - 
n’entre dans aucune des fonctions; par conséquent , si nous regardons 
désormais les trois fonctions arbitraires o , 4 j *■ comme composées 
de la seule quantité il, ces trois équations seront satisfaites. Quant 
nnx trois autres équations de conditions , si l’on fait la somme de leurs 
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tCbitcs , on trouTCra 
.d'où l’on tirera 
et par cOnséqncnt 
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4. V» 4- , , 

© 

W' = /(I— V- — 4 ")i 

# ■* 


qui tiendra Umde Fnne^dcs trois équations de conditions restantes, 
par exemple, de la dernière, et qui servira à déterminer la forme 
de la fonction surabondante ■* , d’après celles des deux autres. Quoique 
cette fonction 7 soit détoriuinée , nous la conserverons néuumoiiu 
^encore pour abréger les expressions. 

Les deux intégrales premières de Féquation aux dilTérences partielles 
du second ordre sont donc comprises dans le système des six équations 
suivantes 

■ — nj{ •>.! 

_ X (f (/{) = 

r'itrtbr ■^1 ' ••m..; , 

•*ec 'i«trti«»^ 7.H1 ’ii J' H" 


A 

-qR 


ai — » (R) = 
«« > 

P 


'■ i>iiti I it<') 

•>> •im«n«.'> .svuiliaoa 
A ' ^iii . anlètrto-y'rl •ii»)’ 
/} 'trt»*biq ipp eitnoi 

■ lu^llp TlTtOftjpî ■ 

I 'axs 


€> 


• « » / 

■J ^ 


■|- = 4 'W, . 

7=/<Z/îy^^i — y- — 4'-}, , 

qui peuvent toujours être réduites à cinq par l’élimination actuelle de 
la fonction surnuméraire 7 et qui ne comprendront plus alors que 
les deux fonctions arbitraires <p et 4 - Ces deux intégrales sont insépa- 
rables l’uiie de l'autre .■ pour les avoir chacune en particulier, il faudroit 
pouvoir employer deux des trois équations principales, et n’avoir dans 
le résultat qu^ùnc seule fonction arbitraire, ce qui est impossible, 
biais (jiioiquc ces intégrales ne soient pas séparées , elles no con- 
duisent pas moins dirccicmeiu à l’iutégrale Unie , comme nous allons 
le voir. » - ' ^ •/*..» 


( >8o) 

IV, 


■O 


Si , entre les six équations précédentes, t>n élimine Tes deux quaiK- 
tilés -^7 et si Ton en chasse la fonction v, od aura trois aaires- 
équations 

(x - + (j-’^y + [s -/m = ■«* .• 

X = <S — R<t', 

J = 4-/14'. 


et rélimination de rindéterminée R entre ces trois équations produira 
en X , J, Z et deux fonctions arbitraires*, deux équations qui seront 
l’intégrale complète de la proposée. Ainsi , en nous tenant dans kt 
généralité comportée par deux fonctions arbitraires , l'objet de nos 
recherches étant exprimé par deux équations , il n’est pas une surface 
courbe, ainsi que nous l’avions suppose; c’est une courbe à dpublo 
courbure. Comme ce résultat est extraordinaire , nous allons le vérifier 
par la géométrie ; mais auparavant noos donnerons aux équations une 
forme qui présentera plus de facilité. 

Des quatre quantités R', ^R , 4^ , • dont les trois . dernières 

sont d’aillenrs liées entre elles par l’équation 

♦'’+4'*.+ w'* e= I,. _ 


Unis étant fonctions de la quatrième , on peut indifféremment prendre' 
celle d’entre elles que l'on voudra pour quantité principal , et re- 
garder les trois autres commb fonctions de cette dernière. 

D’après cela soient 

«/{ = «, <fR — *», ■fR — 'i'tc, 

les caractères * , * indiquant de nouvelles fonctions arbitraires , non» 
aurons * 

[y* -J- 4'* V*] dR’ = [i ■+■ V* •+• , 


d’on nous ürerons 

dR SS d* ^ "t" ♦*" ”1“ 
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substituant tontes ces valeurs, nous aurons à la place des trois éqaatio;^ 
précédentes les trois antres équivalentes 

(* — ♦,)• + — Ÿ«)* + (* — -)’ = [/'/« \/(i 

- X — e c = (2 — «) , 

y — ♦« = (* — «) -If' a , * 

qui , par rélimination de la nouvelle indéterminée ■ , produiront éga-' 
Icmcnt «a X , J , z les deux équations intégrales. La première de ces 
équations est celle de ht sorlace d’une sphère qui anroit son centre 
sur une courbe arbitraire , dont les projections auroient pour équation 
X = «Z , =3 S'z, le centre étant au point de la courbe correspon* 

dantc à Z = a , et son rayon variable étant égal à l’arc de la courbe 
compris entre le centre et un autre point constant pris sur la courbe 
pour origine. Les deux antres équations sont celles des projections d’un 
diamètre de la sphère tangent à la courbe. 11 est évident que pour une 
même valeur de a, ces trois équations appartiennent au point d’in- 
tersection de là sur&ce de la sphère et du diamètre tangent k ht 
courbe, et par conséquent au point de la développante; donc «si ou ^ 
élimine a , les deux équations résultantes en x ,y, s , appartiendront 
à la suite d« tpus les points semblablement déterminés, et par eon' 
séqhent à la développante elle-même^ 


Si Ton conçoit qu’une sphère ; variable de gnmdetir , se fneWv* 
de manière que son centre parcoure la courbe arbitraire dont les 
équations sont x x: ez , y z= fri , et que son nyon soit égal an 
rayon correspondant déjà développante de eette courbe « elle paN 
courra un espace dont l’enveloppe doit jouir de la propriété d’avoir 
dans tous ses points les rayons de ses deux courbures égaux entre 
eux ; car , et dans la direction de la caractéristique de la surface , 
c’est-à-dire, de l’inicrsectioD des surfaces de deux sphères consécutives , 



< i8a )' 

tst daus la direction perpendiculaire, le rayon de courbure doit 6tr« 
égal à celui du la sphère corrcspoudaiile. L’équation de la surface 
mobile , considérée lorsque son centre est en un point pour lequel 
on a Z = a , est ‘ . 

(ar — «>«)• -|- Ÿ«)‘ + (z — «)• = [/</« *'’f -h . ■ 

qui est la première dos équations intégrales que nous venons de 
trouver; celle de l'enveloppe sera donc le résultat de l’éliminatiou 
de • entre celle équation et la suivante 

«=—L/ï. v/c'-^ ♦"•+♦'•«]] / 

qui est s«L différentielle , prise eu regardant « comme seule variable, 
biais dans le cas présent , où la diflérence entre les rayons de deux 
spberes consecutives est égale à In distance de leors centres , les deux 
sphères ne se coupent pas suivant la circonférence d’un cercle ; elles 
se touchent en un point qui est sur leur diamcirc commun , c’est- 
à-dire, sur. le diamètee tangent à la eoaebe arbitraire. Donc, la 
caiiacléristique de l’enveloppe est réduite à un poliit unique ; qui 
est le -point correspondant de la développante , et l^cnvcloppe-etle- 
métne est réduite ù la couibe ptucourtie par ce point, c’çst-à-dire, 
à la dévcloppemte. Et en effet, si de la dernière équation op élimine 
la -quantité sous le signe d'intégration, au moyen de l'équation de 
la sphère, elle devient ■' • ' . * * 

[x — 0 — (z — «) «/] *-l- [y — 4- — [Z — 4-^ — (j- — ’ =0, 


qui , étant la somme de trois carrés , ne peut produire rien de réel , 
à moins qu’on n’cgolc à zéro les racines de chacun de ces carrés.* 
Qr ÿ si i’on- égale ù zâ;o deux qucloonqtics! -de ces racines , la irol- 
sièiua„esL nulle nécessairemeut^. ce qui se vértlie facilement. Donc, 
lia .dùlëreuticlle de l’équation de , la surface de la -Ephère ; prise eu 
regardant « comme «cule variable,. produit les deux éipiations sui- 
yautes > I ' ■■> ■ • »-• 


J , .1 * X — ** =3 (zi- 

., , ,yn-Ÿ«,X:(z- 

qui sont les deux dermères dcs'trols équaUous intégrales. 


«) 
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? . 1 ii'fiajia j *v i.T/!ni 2II.M y 1 . TI ;ii ■,'} .-f ! 1 ' l'T • < 

ji. I> i-.i' iT » îii 'i'j ô't a I .•[ '• . 'iii n i.i i'> ! ’i ■. I • 

siflt ■'lit l^qusrifih itet ' ëili(&'«*hW '5 tiwcdiwl»;» dppariîciu i 
éne surface courbe qui , si l’on se tnainlient d'aus la {généralité com- 
portée par deux fioBClions-arfjiwairéST n’a de réel qu’mic ligne courbe 
«t dont l’aire est par conséquent nulle. ■ , . , 

!• niivi'.i Mil' ) 111 ni iMiM^ ••i"i .» '1! •>.’ • !. ■ 

iü'j. 1., mj ci ‘i.S r> 'iiiii' i'.|) ->!.i:ii ii"' . : ;'ii! 'i t ,, 

sa uiî-jiiuj xu-'i' e.'î ;!i t d m.iq i: : i i;i: [ .»i b 

Si Ton déterminoil la forme d*unel dés d«*r foneüoits èrbltralrét 

♦ on Ÿ , de manière que .des. trois équ^ons intégrales , l’une fût la 
Suite nécessaire des deux autres , cette troisième équation deviesdroil 
inutile; l’intégrale seroit rédr^tf- aux;:,’deux autres, et l’élimination- 
de « produiroil pn x , s, l’équation d’une surface moins générale , 
pùî.Üju'il'n^' àüroît' plus qii’iiné' fonction arbitraire , mais dont l’aii'c 
ne seroit pas'nùHc,- et qui'jO'uirdil de la propriété d’aèoir en chacun 
de ses points les centres de ses dpnx courbures rénnis en on même 
point. 

-siL.Oisbi^on ébminè an'et^ entre Jet trois «qdaiiaps intégrales , t>n t 

i r l .Jl! II. I-J M I) ( ,111 iJI ■,! I|,| ■ I l 

(s — «) ^ (i ri- ri“ = yî/ct V^( I -f- V* ir'’) , 

qui , devant être satisfaite indépendamment; de la valeur de X, donm 

• ■il 'Kl «I- ic'. -r . -y^pi — 'tr' • >■ : >■' ' 

, •♦»5ol> î <» :rr I ^ ’ / ,• < > j •>, » • »»î . l 

;;;ii ; 1,1.1 , , , 

et' quand ménib''on poniToic satisfaire ii la' première sans donner 
Fune des fonctions arbitraires une forme imaginaire , la seconde , 

' dont le premier membre seroit alors une constante qui devroit être 

* nulle; eaprimerpU qde la raydn-dela sphère mobile devroit être nul, 

Il ce qniiréduiéoltl’énvrloppei ha eoorbe arbitraire elle-même ci faire 
, de celte -enveloppe seroit nuUei Donc dans la généralité beanconf 
-'moins grande d'une seule fonction arbitraire , toutes les surface 

i eûxquellM' appartient l’équation aux différences secondes ont lent 
' airo nulle.'' 1 • • 
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) - Enfin , 5Î les denx dernières éqiurtions intégrales éloient une suite 
nécessa re de la premièi-e, et par conséquent inutiles, « et ses doux 
fonctions scroient des constantes absolues , et l’équiuioit iaiégraJc 
deviendroit , , ■ , ni i i r-. 


J (as — o)’ + (^ — 

qui est celle de la spbère d’une grandeur et d'une position arbitraires. 
. La snr&cc de la splicre est donc lÿ seule qui jouisse de la propriété 
d'avoir pour chacun de ses points les centres de scs deux courbures 
«réipiis , et dont l'aire ne soit pqs nulle,.., -< ,,i 


vî li.i -X - J J , '■ > •! 

■ / : I. .. * • I. • . 1 * . • 1 i . 1 ) - J» I r 'i.ia 

§, XX. .. - 1 i 

. 1 . ' ' ' ■ ' ’ ! . , ' 'I ' .-Il : » -il» 

Pû la surface courbe dont les deux rayons de courbure sont loujoiffs 
égaux entre eux et de signes contraires, 

It t i t ■ * 'j *.*'■'* '.uii*' 

•. Nous avons Yu que l’exprcssioa commune des deuxTayonsdebOnr. 
bure pour le même point d’une surface courbe est 


Pour que les deux valeurs de R que donne; cette expression ne dif. 
forent entre elles que par le signe , il faut que l’on ait A = o ; donc , 
remettant pour A la quantité qu’elle représcilte , l’équation aux diffé. 
rencet partielles secondes de la surface demandée est 

it+^’)r—3p</s + (f+p''jt=Q, . , , . , , - .'•(<*) 

Cette équation est la même que celle que M. Lagrange a trouvée 
pour la surface dont l’aire est un minimum ; doné la surface que 
nous considérons jouit encore de cette autre propriété remarquable , 
que si l’on circonscrit une partie de son eire par un contour quel- 
conque , continu ou discontinu , elle est de toutes les. surfaces qui 
passent par ce contour celle dont l’aire comprise dans le même oontoiur 
est la plus petite. 


4 
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U. 

Pour intégrer l’équation ^a ) , nous chercherons d'abord les équations 
de la caractéristique de la surface à laquelle elle appartient; et pour 
cela nous dÜTérentierons en regardant r, s tC, comme setiles vaiiablcs, 
ce qui donnera _ 

R' = t+I}'{ S>z= — 3ip^f T'=:i+p'i 

et substituant ces valeurs dans 

* * 

R'ily' — ■ S'dxdj- - 1 “ T^dx' —o, 

nous aurons pour première équation de la caractéristique 

\ . 

Çt + Ç') dj ' + 2 pgdxdj + + P') dx’ = O ( 6 ) 


ïtl ** 




ÈL. 

dx 


la 


Puis, chassant r, s, l, de la proposée, et substituant pour 

valeur que donne l’équation (J>) , on aura pour seconde équation de 
la caractéristique 

(i — apçdpdç -i-(t +p') dç‘ = O ..... (c) 

Cette dernière équation aux diiférences ordinaires entre les deux va- 
riables p, q , est facile à intégrer; car si on la'dilféreutie en regardant 
q comme variable principale , on trouve ^ 


dont l’intégrale est 


ddp = O , , 
dp = »dq , 


m. étant la constante arbitraire introduite par l’intégration. Substituant 
donc pour la valeur a que donne cette intégrale , l’intégrale de 
l’équation (c) sera 

(i +r)«’-“3*W+ ‘+P* = 0. 

' ’ ■ I +«*-+-(p — a<7)* =0. 

a.i 


ûTa 
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Cette équation a deux racines ; ainsi la surface a deux caractéris- 
tiques distinctes; en sorte que si Ton représente, para la constante 
arbitraire de la première caracténstique , et par ^ celle de la seconde, 
les équations distinctes de ces deux courbes seront 


* ce qui donne 


p — e.q=. y/\— >—«*). 


«+ /î = 




1 +7* ’ 

> -\-p' 



pq + >/{—'—p' — q') 

1+9» 


_ + >— r — ?•) 

- .+9» 


et d’où , tirant les valeurs de et 9 , Ion a 

(.— 18);> = H / (— 1 _«-) + «/(— I — (0») , 

(« — fl )9 = ;a /■(—!— «•)+ /(—!—/)»): 

Quant à l’autre équation de chacune des deux caractéristiques, elle 
est comprise dans l’équation (6) , qui peut être mise sous la forme 
la plus simple 

dx' + dj' + A» = O , 

et qui, étant la somme des trois carrés, produit les trois équation» 

. ■ -i 

dx = 0 , 

«(r = O » 
rfi = o , 

dont, à cause de <fz = pdx-^qdj, deux. quelconques comportent 
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la iroisüme , et qui pavent par conséquent se réduire à deui d'entre 
elles, par exemple aux deux ptttnières 

t -# iir =»o ,• ffr s= O, 

‘"4 1 

si ces deux équations provenant de (é>^ avoient été facteurs de cette 
dernière , chacune d'elles poul^oit avoir lieu séparément ; et clics 
appartiendroient , Tune à la première caractéristique, et fautre à la 
seconde ; mais l’équation (b) les produit toutes deux siinultanéilicnt ; ^ 
elles ont donc lieu toutes deux pour chaque caractéristique. Donc V 
chacune de ces courbes n’est pas déterminée par deux équations 
seulement, comme dans tous les cas que nous avons considérés 
jusqu’ici, mais par trois équations; donc enfin, chaque caractéris- 
tique se réduit à un point. Ainsi l'analyse ne nous présente pas 
celte surface comme engendrée par le mouvement d’une génératrice 
variable de figure et de position en vertu de la variation d’un de 
ses paramètres; elle nous la montre comme engendrée par le mou- 
vement d’un point mobile en vertn de la variation de deux des 
constantes qui, dans chaque instant, déterminent sa position. 

t 

Autrement. Si l'on considère la surface demandée comme l’enve- 
loppe de l’espace parcouru par une surface mobile et variable de 
Sgure , l’enveloppée peut se mouvoir suivant deux directions ditTc- 
rentes. Pour chacune de ces directions, deux enveloppées consécu- 
tives se coupent en une ligne courbe, et tfest le point d’intersection 
de ces deux icourbes qui est dans la surface. 11 y a donc entre la 
stufuce du parag. 19 et celle-ci cette diOcrence, que, pour la pre- 
mière , le point de contact fie pouvoit à chaque instant se mouvoir 
que suivant une seule direction , et par conséquent ne pouvoit en- 
gendrer dans tout le cours de sou mouvement qu'une ligne courbe 
ou une surface dont l’aire éloii nulle ; tandis que pour la surface 
actuelle, le point générateur pouvant à chaque instant se mouvoir 
suivant deux directions différentes, engendre une surface courbe dont 
l’aire n’est pas nulle. 

U suit de là que pour la première caractéristique les trois quan- 
tités « , x,j- sont toutes trois constantes ; ainsi , la première d’entre 


a 


C 

elles est une fonction des deux autres. 11 en est de même de H con- 
sidérée dans l’autre caractéristique. -Donc, en général, les deux coor- 
données et pa^ conséquent la troisième*!, sont des fonctions 

de a et fi. 11 ne s’agiroit plus que de déterminer les formes de ces 
trois fonctions pour que la proposée^fût satisfaite; mais cette con- 
sidération , qui d’aillenrs nous conduiroit au même résultat , nous 
écarteroit de la marche de l’intégration que nous allons reprendre. 
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Quoique l’équation (é) produise deux autres équations simultanées , 
on peut la traiter comme une équation unique. Par la substitution 
des valeurs ^ et 9 , elle devient . . ■ 

tfy' + {* + fi)dx<fy afidjc' = 0 , ' .. 

ou 

(dj fidx) = O , 

qui , étant composée de deux facteurs , donne pour les deux caracté- 
ristiques les deux équations ^ 

djr-\r*dx = o, 
dy fidx = O , 

à ; 

mab de ces deux équations c’est la seconde qui sfipartient à la pre- 
mière caractéristique , et la première qui appartient à la seconde. En 
effet , si, après avoir chassé r, r , t de la proposée , ce qui donne - 


(•+?•) dpdjr + (, 4- p.) djrdx = O , 


on substitue pour la valeur « qüi convient à la première carac- 
tcristiqucj on a 


(i -h 9 *) -+-p*) dx = o, 

tfy fidx = o. 


•-t 


• I 



« « ’ 
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’ i • ' ' • dp ‘ . 

De méi^e , en employant pour la valeur ^ qui convient à la 

... * * • ^ 

secoode taraeténcamiCj on trove ^ 

djr-\- <tdx = O. 


Les deux équations de la première caractéristique sont donc 

. /> — “? = > — “•) . 

djr ftdx = O , ' ■' 

et celles de la seconde 

./.•.Vf',’,;, 10<7 =— /(— I — 

. : • .. dj-\-a.dx = O. ; _ . 

Or, par rapport à la première, pour laquelle on a constante, 
si /> étoit aussi constante , la seconde équation seroit intégrable , et son 
intégrale seroit complétée par une constante arbitraire qui seroit 
fonction de mais |8 est variable. Si donc.on intègre en regardant 
fi comme constante , l’intégrale doit être complétée par une fonction 
de s et , et cette fonction doit être telle que b différentielle ide 
l’intégrale , prise en regardant fi comme seule variable , soit satisfaite ; 
ce qui ne suffira pas encore pour b déterminer. Représentant donc 
par 4 cette fonction des deux quantités s, fi, l’intégrale de b seconde 
équation sera d'abord ' 

I ■ 

jr fix zs fij ^ (d) 

^ =>" • ’ (e) 

Par la même raison , si l’on représente par 4 «ne'àutrc fonctuiri de 
* et ^ , l’intégrale de la seconde équation de l’autre caractéristique 
sera d’abord comportée par les deux équations 

.U..,...' jr.-^.»XrXt-^(p,fi) 

'i..' >/.r. j,q, )■, , ..... . .•.t.,. 
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Mais le point de la surface devant 4tre déterminé par rintcrseclion. 
des deux caractéristiques, les quatre équations (d), (c)‘, (/), (g), 
doivent avoir lieu j^ur sa projectien sur le plan de» a: et et 
elles ne peuvent avoir lieu , à moms que les fonctions e et 4 no 
satisfassent aux deux suivantes 


<» — M V' — 4 ■— *4' M- ’• 1 . . . . . . . à . (A) 
=a 4'. . (‘) 


qui résultent de l'élimination de x etjr, et dont les intégrales doivent 
servir à déterminer les formes des fonctiens et 4- 

Pour intégrer ces deux dernières équations , il feut d’abord séparer 
les fonctions; et pour cela on les diflTérentiera en regardant succes- 
sivement * , puis P , comme”seulÉs variables ; et éliminant d’abord 
tont ce qui dépend d’une des fonctions , ensuite ce qui dépend de 
l’autre , on trouvera les deux équations aux diflcrences partielles 
secondes . > . , , 

(• — U) V'‘ + y =o I ; 

(,_ig)4"*+4;/s=o r ... •< . I 

I fl . 

qui peuvent être mises sous la forme suivante < ,: ! > x 


• , • ' ' « . *Î5 I i 



et dont les intégrales sont _ , ,;I m.‘» 

4» = (« — 18)^'^ f 1 !• 

dans lesquelles • et * sont deux nouvelles fonçtions arbitraires dune 
seule quantité, • pour l’une , H pour l’autre, et que nous accentuons 
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k cause des int^atlons aid>séqucntes. Ces dcux éifiiaboos sont eilt»- 
roémcs des difTérenüelljes exactes , prises , l’une en ne faisant varier 
que • , l’autre en ne faisant varier que /3 ; et leurs intégrales sont 

0 = (a — fl) “I” ♦“ “H -^fl 

..4 = (« — fl)i''fl,4-'J'fl+/« 

I { 

dans lesquelles f tx. F sont deux nouvelles fonctions arbitraires d’uiic 
seule quantité. Des quatre fonctions arbitraires qui entrent dans ces 
équations, il n’^ en a que deux qui soient nécessaires, parce que 
c'est volontairement que nous avons düTérentié les deux équations 
(A), (i), et que nous nous sommes élevés aux secondes différences. 
Il faut donc déterminer, les formes de deux de ces fonctions , de 
manière que les équations (A), (r) , soient satisfaites. Or de ces inté- 
grales on tire par la différentiation 

*« = — + F' 

4'= V—/' 

et en substituant pour ^ , f " , 4 > 4' lenrs valeurs dans (A) et ( 1 ) , 
on trouve que , pour que ces dernières soient satisfaites , on doit 
avoir 

Ffl = 'ffl 

. f n. = . 

• • .y * ■ \ 

ce qui détermine les formes des deux fonctions surnuméraires F, f. 
Donc, substituant pour ces fonctions leurs formes dans les valeurs 
de 9 , 4 , , 4 ' I on aura 

*9 = (« — fl) “V" '•'fl ' 

-, 4 = (“ ~ fl) '•''fl — ♦« + 't'fl 
y' — — 

• • 4' = — + +'fl 

enfin , substituant ces valeurs dans les deux équations (<f ) , (e) , ou 
dans (/) , (g) , et tirant les valeurs de x , j , on aura pour les 


I 
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coordonnées du point d’intersccdon des projections des deux carac- 


téristiques • 4 

• * . - * ♦* 

X z= — <!•'« -j- ; (/) 

r = — — iS+'|8 . (m) 

» 


ainsi , en remettant à la place de a et )9 leurs valeurs en p , ç, les deux 
équations (/) et (/n) donnent en p, tf , pour x, j-, les valeurs que 
l’on tii-eroit de deux intégrales premières de la proposées l’une de ces 
intégrales étant complétée par la fouclion arbitraire <>, l’autre par 4'; 
et l’on anroh ces deux intégitilcs premières , si l’on pouvoit tirer de 
( /) et (m) deux antres équations , dont chacune ne contînt qu’une 
des fonctions et scs dérivées. I^s deux équations (/) et (m) ne sont 
donc pas les intégrales premières' de la proposée ; mais , prises* 
ensemble , elles expriment la même chose que les deux intégrales 
premières , prises de même ensemble ; ’et nous' allons voir quelles 
couduisent de même directement à l’intcgralc finie. 


En cllci, si l’on dill'érctitie les deux équations (/) , (ni), pour 
avoir les valeurs de dx, dj -, cl si l’on substitue ces voleurs , ainsi 
que celles de p,q, dans dz pdx qdj , on trouve 

dz = . </« ^ ( — I — «■) -j- . du ^ ^ — I — jB’) 

équation dans laquelle les variables z , ■ , ^ , sont séparées , et qui, 
donne . , . . 

s =/*"« . I — a») -(-/'«'"iB,. rf/J I — (B*) . . (n) 

dont le second membre, lorsque les fonctions* , ÿ, seront déter- 
minées , ne dépendra que des quadratures. Donc les coordonnées 
de chaque point de la surface sont données en « cl /B par les trois 
équations {/), (m), (n); donc l’équation de celte surface eu x,j-, z, 
ou Tiniégrale finie de la proposée, est le résultat de l’éliminatioB 
des deux indéterminées * et fl entre ces trois équations. ‘ ' 


T ''mqtlTrv>4^C^04''<^lc 
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V. 

Tl s’agiroil aciuellemcut de construire celte' intégrale, on , ce qui 
revient au niémc , de trouver la génération de la surface. La seule 
construction à laquelle nous soyons encore parvenus , procède par 
courbes infinimeiu voisines : elle prouve, h la vérité , que l’aire de 
la surface n’est pas nulle , ce qui est d’ailleurs évident ; niais die 
ne peut être d’aucune utilité dans la pratique. Nous allons néan- 
moins la rapporter , parce qu’elle pourra donner lieu à des efforts 
plus heureux. ' 

Soit une courbe à double courbure prise arbitrairement dans l'espace. 
■Concevons qu’une de ses tangentes se meuve sans cesser de la tou- 
cher ; elle engendrera une surface développable dont la courbe 
arbitraire sera l'arête de rebroussement ; et un point quelconque de 
la tangente parcourra une courbe , à laquelle la tangente mobile 
sera constamment normale , et qui sera une développante de la 
courbe arbitraire : nous allons voir que cette développante sera une 
des lignes de courbure de la surface demandée. Soit prolonge chacun 
des rayons de la dcvdoppante au - delà de cette courbe et d’une 
quantité égale à lui - même ; ce qui déterminera sur chacune des 
tangentes à la courbe arbitraire im point que nous nommerons second 
centre , parce qu’il sera le centre de la seconde courbure du point 
correspondant de la surface , point dont le centre de la première 
courbure sera le point de coutaet de la courbure arbitraire. ‘Con- 
cevons qu’un cercle variable de rayon se meuve de manière, que 
son plan passe toujours par la tangente motnle , et soit toujours 
normal à la surface développable que parcourt c«tte tangente ; 3 >. que 
son centre dans diaque instant soit confondu avec le second centre ; 
3°. que sa circonférence passe toujours par le point correspondant 
de la développante , et par conséquent la coupe perpendiculairement ; 
la circonférence de ce cercle engendrera une surface courbe qui 
passera par la développante , dont cette dernière ligne sera une 
ligne de courbure , et dont les deux rayons de courbure pour chaque 
point pris sur la développante seront égaux entre eux et de signes 
contraires, Nous n’aurons besoin de considérer dans cette surftee 

a5 
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qu’une z<jnc iafiiiimeiit étroite , celle qui est bordée par la déve- 
loppante. 

. Cela posé , supposons que chaque tangente soit mobile autour du 
second centre par lequel elle passe , et dans le plan du cercle cor- 
respondant, c’est-à-dire , dans le plan normal à la surface développable ; 
puis , qu’une de scs tangentes se meuve en effet et décrive autour du 
second centre un angle infiniment petit et arbitraire ; que la tangente 
suivante se meuve de même autour de son second centre jusqu’à ce 
qu’elle coupe la tangente précédente considérée dans sa nouvelle 
position ; que la troisième tangente se meuve aussi jusqu’à ce qu’elle 
coupe la seconde ; et ainsi de suite de proche en proche pour toutes 
les tangentes. Toutes ces droites coiuidérécs dans leurs nouvelles 
positions seront encore normales à la surface courbe engendrée par 
la circonférence de cercle ; et parce qu’elles se rencontrent consé- 
cutivement deux à deux , elles seront dans une seconde surface déve- 
loppable , dont l’arête de rebroussement sera distincte de la première 
courbe arbitraire , niais en sera infiniment proche. Cette seconde 
surface développable sera normale à la surface engendrée par la 
circonférence du cercle ; elle la coupera en une courbe qui sera la 
ligne de courbure suivante , et qui sera une développante de l’arête 
de rebroussement de la seconde surface développable. La zone com- 
prise entre cette seconde développante et la première appartiendra à 
la surface demandée. 

Actuellement , si l’on opère sur l’arête de rebroussement de la 
seconde surface développable et sur >a développante , comme nous 
avons Opéré sur la courbe arbitraire et sur sa développante , on aura 
la troisième ligne de courbure de la surCicc demandée ; et conti- 
nuant ainsi de proche en proche , ou aura tons les points de la 
su'facc. -- 

Cette construction a toute la génénilité nécessaire; car elle suppose 
une première courbe entièrement arbitraire , et par conséquent une 
fonction arbitraire pour chacune des projections de cette courbe. 

nous ne donnerons pas un plus grand nombre d'exemples de sur- 
ftices dont la génération peut être exprimée par des équations aux ' 
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ilifférencM partiales du second oi-dre. Qoam à celles qui'exigeni do*, 
diflcrences du" troisième ordre , nous ne considérerons que le polit 
nombre de celles qui sont remarquables par la simplicité et par l’emploi 
qu'on en ikit dans les arts. ■ 


' §, XXI. . 

! , 

De la suiface courbe engendrée généralement par le mouvement 
d’une ligne droite. 

Le mouvement d'une droite dans l’espace est déterminé lorsque 
cette droite est assujéiic à s'appuyer perpétuellement contre trois 
courbes li double courbure données. En elTet , si l'on prend sur ja 
première de ces courbes un point arbitraire , la droite qui passe par 
ce point , et qui s'appuie contre les deux antres courbes , est entière- 
ment déterminée de position ; car il est évident que cette droite doit 
être rintersection des deux surfaces coniques dont le sommet commun 
est an point arbitraire , et qui passent , i'une par la seconde courbe 
donnée , Fautre par la troisième. Si donc on conçoit que la droite 
sè meuve de manière que , s'appuyant constamment sur les deux 
dernières courbes , elle passe successivement par tous les points de 
la première : pour chacun de ces points la position dé là droite sera 
déierniiiiée , et la surface qu'elle engendrera par son mouvement sera 
par conséquent unique et déterminée. 

La nature de la surfaoe dépend de celles des trois courbes qui 
dirigent le monvement de la .génératrice ; mais quelles que soient 
ces , trois courbes , toutes les surfaces soumises à cette génération 
ont un caractère générai qui peut être exprimé par l'analyse , et dont 
BOUS allons chercher directement l’expression : i°. aux diil'rrcuces 
partielles du troisième ordre ; a?, aux différences du second .ordre ; 
S*, aux différences du premier; 4°- quantités finies. 

De même que nous avons représenté par p , g , les coefüciens des 
différences partielle^ du premier ordre, et par r, s, t, ceux des 
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dÜTérencM partielles du second ordre , nous représenterons par i/, ttr, 
w, y, ceux des dùlëreiices partielles du troisièiue ordre , de manière 
que l’on aura * 

</r = hÆc + u/J^ , 
dt = tuda: + wdj- , 
dt ~ wdx + J 

équations dans lesquelles le coefficient de dy dans l’une est le même 
que celui de dx dans la suivante , parce que les deux quantités et ^ 
ciant des fonctions de x et / , on doit avoir 



cc qui donne 

^ * ♦ ' I - . 

Considérons la droite génératrice dans une quelconque de ses> 
positions ; elle coupe cbacuu? des trois courbes, qui dirigent son 
mouvement en un point , par lequel concevons la tangente à cette 
directrice j puis , par la droite génératrice et par cliucunc des trois 
tangentes, cooccvuus un plan: on aura trois plans , qui seront tous 
trois langeas à la surftee courbe , et pour cliacun desquels lé point 
de coDtitet sera le même que celui de la directrice correspoudaute 
avee sa laugcnie. Cette surface est donc telle que trois plans tangens 
diflerens pcuvuut se couper en une ligne droite qui passe par leury 
trois points de contact , ou ce qui resieut au même , que”,' poOr 
quelque point de eoniaci que ce soit , le plan tangent peut changer 
deux fois de suite de position sans cesser dé passer^ par le preniiep 
point de contact. Or , si l’on différcntic deux fois de suite l'équaliOBU 
du plan laugcut ' 1 •' '.«it. ■> / i-, . 

. ^ •' <• . »i! •>!« « j 

J— î'=p(x — y)>' ' ' 
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général du plan , ce «pii donne 

(X — x») 4 {y —/) dq-o, 

^^a/)ddp-^{y-j‘)ddq-\-'àpdxJrdqdj = o, 

«naura ^Is é(maiions‘,V>î déic^inerôni les^ coordonnées a/,/, »«, 
du plan commun aux trois plans langcns consécutif j et parcê <^o 
le, Lis plans doivent passer par le premier p^m^e contact ^ees 
trois équations doivent avoir lieu en faisant x — £,y-y, - r 

œ qui donne la quairièsne équation ' . 


•I 


1 I i 




... .. , . ... , 

De plus . si de ces quatre équations on élimine les deux ^qtianüté. 

» — ^ J JlnZil, U restera les deux autres ' ‘ 

■■!> :ii.l .'i;..!. • r.’f ',dpd^r\-^dq^yi~ O. :>*’ * •}-. ..< ~ 

ddpdjc-\-ddqdj = o, . 

qui ne peuvent subsister , shWunéiueat i moins que la quanUté 

ÉL ne soil'consùnut, et qqi peuvwf par ,cpff Sq»«î««- “W*. "«■ 

djc i > 

k foimc suivante * jiumoIi - ■ u • 

rdjc' + :isdxàf + idjr' — o ^ 

îtdxi 4- 3 mdx‘>fy 4- 5 4- ydjrl = o- 

Enfin , de ces deux éqnaûons, l’une est destinée à donner la valeur 
de-^^ qui détermine* la direction delà droiw suiwnt làqi^iilé se 
coupent les trois plans tangens qqnsécutifs ; et si on élimine entre 
eUes-î^, on aui-a une équation de condition qui deyr» être sa- 
tisfaite pour que. ces trois plans puissent se couper daw une mén» 

ligue dioilc, et qui sera par conséquent l’équalion de là .surfe^^ 

demandée. Donc .si l’on représente par « la valeur de que 

u-i • J i:-. V >:•• -K-. .U... V t w ' ' » 
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fournit l’une de ees écpiâtionj , c cst-à-dire , si Ton fiât pour abréger 
— -f + — rt) 

l’éçui^tiop aux difKrences parûelles du troisième ordre de la surface 

cburbe géuéralcment engendrée par le mouveiûent d’une ligne droite," 

sera ’ • ' - . 

. ' • ‘ ■ i 

■ n + 3 uta + 3 Vf»' -|- Vdlt = O . . (^) 


On peut arriver plus rapidement an même résultat ,'en considérant 
que le point de la surface peut se mouvoir dans le premier plan 
tangent ; puis dans le second , et encore dans le troisième , sans 
cesser^ de se mouvoir en ligue droite ; .c’est-à-dire: | que ce point 

‘ . dx 

peut se mouvoir trois fois de . suîm , que les quanûtés -j— ’ 

~3ï~’ ~dx valeur. Donc , si l’on différentie déui fob de 

suite l’équation 

• 'disspdx-\-^ëfy, ••.I . I 

en regardant comme constantes les trois quantités 


on aura les deux équations 


.< a 


dpdx -f* à4fdy = o , 
ddpdx + ddqdy — o , 

^X 


• €IY 

qui, par Félimi^tion de -^. donneront l'équation {A). 


II. ■' 


IjOrsque le point de la surface courbe se meut sans sortir de la 
droite génératrice considérée dans la même position , les trois quantités 

"ds"’ ~dx' quelconques déterminent la troisième, 

sont constantes j et ces quantités varient lorsque le point passe sur 


\ 


* 
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la génératrice considérée dans la position suivante ; ainsi , de ces 
trois quantités , deux quelconques sont fonctions de la troisicme. 
Donc, si l’on divise par l’équation ^ 


ce qui donne 


dt = pdx + qdjr , 



, djr ” — / + (j* -Irt) 

pus St I on . met pour sa .valçur i ■ - ■■ que nous 

continuerons de représenter par • ; et enfin , si l’on fait -g— égale A 
dr 


fonction arbitraire de , l'équation 

.. . • ^ > II: * 

p + • • 


m 

que l’on obtiendra , sera aux différences partiellcÂ du second ordre 
celle de la surface demandée. 

Les quantités ne sont pas les seules qui soient constantes 

en même tems que = «• Si l’on représente par 

s = ^x+ 

les équations de la génératrice considérée dans une position quel- 
conque , dans lesquelles on aura 

'dz 

» * . 

les deux autres quantités y , / sont aussi constantes en même tems 
que ■ , et par conséquent fonctions de «. Donc, en représentant ces 
nouvelles fonctions par les caractères 4 , v > les deux équations 


jr «X = 4* 

* — = 


TU 


(C) 

(D) 



seront encore aux dîffi'renccs pariieUes secondes ceUes de là surface 
demandée. Les trois ‘éqùâlions (Z/), (C),(D), dont chai une exprime 
complètement la génération de la surface , sont les trois' intégrales 
premières de l’équation du troisième ordre {/f) , et chacune d elles 
fist complétée par une fonction arbitraire particulière. . 

,-v >111..:,, ::i 

• . ‘ o.\> 

« 

Les trois éqnatrons, {B) , {CT) , (D) ne contiennent les coefBciens dif- 
férentiels du second ordre r, s, t, 'que parce! que' ces coclBctens 
entrent dans la quantité ». Donc , si , combinant ces équations deux 
à deux , on en ‘âimine la qoantité.« , regardée comme une indéter- 
minée, ce qui peut se faire de trois manières diOëi-entes , on aura 
trois résuluts quine contiendront que des différences parcelles du 
premier ordre , et dont chacun exprimera la surface d’une manière 
complète. Ces trois résultats seront las "intégrales secondes de l’équation 
, et chacune de .ces intégrales sera complétée par doix dos t^ois 
fonctions arbitraires <) , 4 > ' 

, . . ; , IV. ; 

Enfin , des quatre cQefficiens a , «P* entrent dans les 

équations de la droite génératrice , trois quelconques étant fonctions 
■du quatrième , il s’ensuit que le résultat de 1 élimination d® 1 indé- 
terminée « entre les deux équations^ 

jr — «X = 4.« , 

’ t — — ira, 

«St en quantités finies l’équation de la surface généralement engendrée 
par le mouvement d’une ligne droûe. Ce réasiltat est 1 intégrale finie 
de l’équation {A) , complétée par les trois fonctions arbitraires 

<>!. 4t »• - .ï ^ , 

Dt la caractéristique sur tes surfaces dont V équation aux differentes 

■ partielles est du troisième ordre. 

La méthode que nous allons donner pour trouver 1 équation de la 
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cnractéristique , convient à tous les ordres , quoique dans l'exposition 
que nous allons en faire elle ne soit appliquée qu’au troisième. Suit 

• F[x, J, z,p, q, r, s ^t ,u,m, w , v~\ = o (C) 

une équation quelconque aux différences partielles du troisième ordre ; 
si dans cette équatiou^on élimine trois quelconques des quatre dif- 
férences partielles supérieures i/ , m , tv , t* , au moyen des trois 
équations — - 

dr = udjc -4“ ludj ' , 
ds = mdx + wdj , 
dt = wdy -J- vdj ; 

par exemple, si l’on élimine les trois dernières tu , w , v, on aura 
une équation aux différences ordinaires 
f • r.» 

s, t, dx, dy, dr, ds, dt ,u]=.o . . {U) 

à laquelle satisferont les équations particulières de toutes les surface.s 
individuelles soumises à la génération exprimée par l'équation (G). 
Quelle que soit donc une de ces surfaces individuelles , son équation 
particulière pourra toujours être mise sous la forme (//) , et les 
équations des différentes surfaces individuelles , mises sous cette forme , 
ne diflereront entre elles que par la quantité u , qui , dans chacune 
d’elles , sera différemment composée des quantités x , y , z. Ainsi , 
en considérant une des surfaces soumises à la génération exprimée 
par (G) , et son équation étant mise sous la forme {H) , si l’on suppose 
qu'une quelconque des trois courbes arbitraires qui dirigent le mou- 
vement dé la génératrice , vienne à éprouver une variation inflniment 
petite , l'équation (ff) n’éprouvera d’autre changemetit , sinon que 
la quantité u changera de valeur et deviendra u' ; et les deux surfaces 
qui correspondent à ces deux valeurs successives de u se couperont 
en une courbe , pour les points de laquelle les quantités x , y , z , 
> 9 I f > s > t > et leurs différences ordinaires dx , djr , dz , dp ,dq, 
dr , ds , dt auront les mêmes valeurs , soit que l’on considère cette 
courbe sur lu première surface , soit qu’on la considère sur la se- 
conde. Cette courbe, qui est constante, et pour les points de laquelle 

36 
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les diflërences partielles des ordres inférienrs , ainsi qne leurs diffé- 
rences ordinaires , ne changent pas lorsqu’une des directrices éprouve 
une variation , est donc indépendante de ce qu’il y a de particulier 
dans cette directrice ; clic est donc la courbe à laquelle nous 'avons 
donné le nom de caractéristique , et il est évident qu’en général il 
peut y en avoir pour le même point autant qu’il y a de directrices 
arbitraires dans la génération , et par conséquent autant qu’il y a 
d’unités dans l’ordre de l’équation^ (G). Donc, si l’on différentic 
l'équation {U) en regardant u comme seule vaiiabie , l’équation 



que l’on obtiendra , appartiendra. à la caractéristique. Or il est évident 
que , sans effectuer l’équation (H ) , on arrivera à un résultat équi- 
valent , si ,■ après avoir différentié l'équation (G) en regardant comme 
seules variables les différences partielles u , ut, w , v , de l’ordre 
supérieur, ce qui produira une équation de la forme 

Vdu yçdui JVdw + ydv — o; 

on substitue pour dm , dw., dv , les valeurs que l’on trouve en diffe- 
rentiant dans la même hypothèse les valeurs de dr , ds , dt , qui 
doivent aussi être constantes. Mais cette dermere différentiation donne 


et par conséquent 


Donc , par la substitution , on trouvera pour l’équation générale de 


dudx dutdy — O , 
dutdx -1- dwdjr = o , 
dwdx -|- dvdjy = o , 


dm = 
dtv = 
dt> = 


-Jf-du, 




du , 




( ) 


la caractéristique ' . < 

Uily^ — Jÿdy' jx Wdydx' — Vdx'i =z O . (iC)" 

* ■ .s ‘ V . 

Il est facile de reconnoltrc la loi d'après laquelle on formera l'équation 
de la caracterialique pour jin ordre quelconque. 

î . ' 

« ‘ , VI. 

L’équation (iï) de la caractéristique^ est , par rapport à 

d’un degré algébrique aussi élevé que l’ordre de la proposée (G). 
Lorsque tons les facteurs de cette équation algébrique sont rationnels , 
il y a pour le même point autant de caractéristiques indépendantes 
que de facteurs , et cliacune d’elles correspond à celle des courbes 
arbitraires qui la produit par sa variation. Si quelques-uns de ces 
facteurs sont égaux entre eux , les caractéristiques correspondantes 
coïncident en une seule ; mais en général les facteurs de l’équation {K) 
sont irrationnels : alors les caractéristiques , dont le nombre est 
toujours égal au degré algébrique de l’équation (A) , n’ont plus 
d’équations distinctes ; elles ont une équation intégrale commune du 
même degré algébrique , par rapport à la constante arbitraire , que 
l’équation (AT) ; et si l’on déierminoit cette constante de manière que 
la courbe passât par un point donné de la surface , il sâendroit pour 
cette constante des valeurs dilTërcntcs , dont chacune conviendroit à 
une caractéristique particulière. 


Si l’équation anx dilTérences partielles (G) est linéaire par rapport 
aux ditfércnces partielles de l’ordre supérieur , l’équation (//) sera 
aussi linéaire par rapport à la dilférentielle partielle restante ; et en 
supposant que cette différentielle partielle soit u , l’équation (H) sera 
de la forme 

IH+ Nu = o, 

dans laquelle M et N , qui peuvent être fonctions de x , jr , z , p, 
tf , r , s, t , dæ , dj , dr , ds , dt , ne contiennent point u. Lors 
doue que l’on diilërentiera cette dernière ctjuation en regardant u 
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comme seulf variable pour avoir 1 l'quiiion [J) , on aura pour cqnation 
de la caractéristique N=o-, et parce qua cette courbe est elle- 
même sur la surface courbe , et que Tequatian ^ ^ 

i»f+iVa=o 

a aussi lieu pour elle , il s’ensuit que l’on aura encore o. 

Donc on aura pour la caractéristique les deux équations aux difl'é- 
rences ordinaires • 

M» O,* N = 0, 

qui seront toutes deux délivrées de la quantité u , et qui seront par 
conséquent indépendantes de tout ce qu’il y a de particulier dans 
les courbes arbitraires qui dirigent la génératrice. 11 suit de là que 
si l’on intègre ces deux équations , soit directement , soit au moyen 
des autres équations aux dilTérences ordinaires 

dx ~ pdx -|- qdj - , 

dp == rtlx “i* sdy , . , . 

V , ^ — 

ce qui produira deux équations Intégrales 

x=», y=n, 

dans lesquelles a et fi sont les constantes arbitraires introduites par 
l’intégration , et où et K sont des fonctions connues de x , y , z , 
P , ç , r , s , t ; \et deux arbitraires », fi , seront toutes deux cons- 
tantes pour la même caractéristique , et elles varieront toutes deux 
lorsque l’on passera d’une caractéristique à' une antre infiniment voi- 
sine ; ces deux arbitraires seront donc fonctions l’une de l’autre , et 
l’on aura pour équation de la caractéristique 

A=a, 

» étant l'arbitraire unique qui détermine la position de cette courbe. 
Or la surface courbe peut être regardée comme le Hen de' tontes 
les caracléristitpies successives que l’on obüendèoit en donnant suc- 
cessivement à a tonte* les valeurs possibles. Donc on aura l’cquatsen 
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de celle surface en climinam « entre les deux équations intégrales ; 
ce qui donnera pour une des intégrales premières 

< ♦ ' y = ^x. 

On trouvera pour la caractéristique deux équations aux dificrences 
ordinaires , telles que * 

«S • 

M = O r N = O , 

non-seulement lorsque la proposée (G) sera linéaire par rapport aux 
différences partielles de l'ordre le plus élevé u , ui j w , t' j mais 
encore lorsque les trois quantités uw — m* , «v — tawj u/v — w>* 
jr entreront elles-mêmes linéaires ; car il est facile de vérifier que si 
l’on chasse de chacune de ces quantités trois des différentielles par- 
tielles U , tu , w , Vj la quatrième se trouve linéaire. L’équation (.éf) 
se trouvera donc encore linéaire par rapport à u , et lorsqu’on la 
différentiera en regardant u comme seule variable , on aura deux 
équations 

Jf=o, N = o. 

Pour les ordres supérieurs , la caractéristique aura de même deux 
équations aux différences ordinaires, non-scnlêment lorsque l’équation 
aux différences partielles sera linéaire par rapport aux différences de 
l’ordre le plus élevé , mais encore lorsqu’elle le sera par rapport à 
toutes les quantités de la forme suivante 



( à’z > 

\ ( ^ 


\ } 


' ^ dæ'df — ) 

V tix iijr”' ) 


pourvu que dans chacune des quantités de cette forme on ait 

g+b = à^m. 

Car en chassant de ces quantités tontes les différences partielles , 
excepté tme , cette dernière se trouve Unéaire. 
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IX, 


Dans loiis les autres cas , l'équation (H) ne sera pas linéaire par 
rapport il U ; par conséquent l'équation (J'^ , qui est ÿa difTércntiello 
prise en ne faisant varier que u , no sera pas ^livrée de u. Cette 
équation ne sera donc pas indépendante de la. courbe arbitraire tlont 
la variation doit produire la caractéristique. L’on ne pourra faire 
disparollre u qu’en éliminant entre les deux équations {H) , (7) , ce 
qui produira pour la caractéristique une équation unique aux dlfle- 
rences ordinaires. Cette équation unique , qui résultera de l’éliini- 
nation d’une quantité élevée , sera elle-même élevée , et ne satisfera 
pas à l'équation connue sous le nom de condition d’intégrobilitc , 
condition qui n’cst autre que celle d’appartenir à une surface courbe ; 
mais cette éqtiaüon n’en exprimera pas la caractéristique d’une manière 
moins complète , et l’intégration dont elle est susceptible ne conduira 
pas moins à l’intégrale de l’équation (G). La manière de traiter les 
équations de ce genre ouvre une nouvelle branche de calcul intégral , 
dont nous donnerons quelques exemples en traitant de lu génération 
des courbes à double courbure, ce que nous forons incessamment, 
après avoir terminé ce que nous nous proposons de dire sur la 
génération des surfaces. 

Nous allons appliquer les résultats que nous venons de trouver, 
à l’intégration de l’équation de la surface généralement engendrée 
par le mouvement d’une ligne droite, 

X, 

Si l’on différcntic l’équation (,/) en regardant u , w , w , i> comme 
seules variables , on trouve U=i , jp=3», W = 5 , T' = ; 

et substituant ces valeurs dans (X) , on a pour première équation de 
la caractéristique • . 

\ — Su djr'dx "j- 3 u’ djdx' — — ut dx\ z= O, 

Or cette équation est un cube parfait ; donc , pour la surface dont 
il s’agit , les trois caractéristiques coïncident et se confondent en une 
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leule courbe , qui a pour une de ses équations 

dy — mdx = O , 

on , substituant pour « la quantité — ^ qn’elle jreprésente, 


n£r» a sdxày + tdy' — o 


(fi) 


Au moyen de cette équation, et chassant de (^les quantités u, tu, 
tv , t' , on trouve pour la seconde équation de la caractéristique 


drdx' + a dsdxdy + dtdy* = o ï 


(fi) 


Des deux équations (£) , (F) de la caractéristique , la seconde est 
la düTérentielle de la première prise en regardant ^ comme coaSr 

tante; la quantité , ou sa valeur 

— s 4- — rt) 

t 

que , pour abréger , nous continuerons de représenter par » , est donc 
constante dans toute l’étendue de la même caractéristKjue. Ainsi , 
pour cette courbe , à la place des deux équations (£) , {F) , on peut 
employer l’équation (£) et la suivante 

ify- = a.djr , 

qui remplacera l’intégrale de (F) , et dans laquelle a tiendra lieu d’une 
constante introduite par intégration. Mais l’équation (£) peut être 
mise sous la forme 

dpdx + dqdy = o , 
ou 

dp md(j = o ; 

de plus , chassant dy de dz=z pdx-\- qdy , on a 


dz — (/> + «7) dx = o. 


(*o8) 

Donc pour la caractéristique , on a aux différences ordinaires les trois 
équations suivanicî , dont deux comportent la troisième 

Jp -J- a.dq = O , 
dy — adx = o , 
di — (a» -t" »q)dx= O. 

Les intégrales dC ces trois éqnaüons , prises en regardant comme 
constante la quantité « qui ne varie pas dans la même caractéristique , 
seront complétces chacune par une arbitraire qui sera aussi constante 
pour la même caractéristique , et qui sera par conséquent une fonc- 
tion arbitraire de «. Ainsi , en faisant pour abréger 

— .ç+V^i'r’ — n) 

} =*• 

les trois inté^ales de l'équation {.4) seront 
/ 

A» + «9 = . 

y — a-e et | 

Z — {p + itq)a: = 

Elnfiu , en opérant sur ces trois équations comme nous avons fait 
dans les articles 111 et IV , on trouve les trois intégrales secondes et 
l'intégrale finie. 

XI. 

Trois courbes à double courbure étant données dans l’espace , 
trouver U équation de la surface engendrée par le mouvement d’une 
droite constamment appuyée sur ces trois courbes. 

Les équations intégrales de la sur&ce 

Z — — ira 

jr — «eX 4* 

devnut avoir lieu en inéme lems que celle de chacune des trois 
courbes données , il s'ensuit que si entre ces deux équations et celles 
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de la première conrbo on élimine æ yj , s , ou am-a en » , $ a , > j., t» , 
Aine première cijuation ; opérant de nièinc sur les deux antres coiirlies , 
on aura deux autres équations en « , • 4* i 5 tirant de ecs trois 

éipiatious les valeurs de <? , 4. le® formes de ( liaeune do ces 
fondions seront délerniiuées. Mais , sans ellèctucr celte dernière opé- 
ration qui suppose la résolution des équations , si entre ces trois 
équations et les deux équations intégrales on élimine les quatre quan- 
tités * , , 4* Cl »■* 1 on aura en Jc , j- , z, l’équalioii de la surface 

dcuiuudéc. 


S- XXII, 

De la surface courbe qui enveloppe une suite de sphères variables 
de rajon , et dont les centres sont distribués sur une courbe 
quelconque, 

I, 

En considérant une quelconque des sphères enveloppées , il est 
facile de rcconnoltre que pour celte sphère , 'le rayon et les trois 
coordonnées du centre seront constans j mab si l’on passe de celte 
première sphère à une autre , c’est-à-dire , si l’on suppose que le 
rayon varie , la position du centre , et par conséquent les trois coor- 
données qui déterminent sa position varient aussi. U snit de là que 
de ces quatre quantités , si une seule est constante ou variable , les 
trois autres sont de même constantes ou variables : ainsi trob d’entre 
•lies sont des fonctions difTérentes de la quatrième. La forme do 
ces fonctions dépend de la nature de la courbe snr laquelle le centre 
doit être placé , et de la relation établie entre le rayon et la posiiiôii 
du centre ; et si l’on veut obtenir des résultats qui soient indépendans 
de cette relation et de la nature de la courbe , ces fonctions doivent 
être regardées comme arbitraires. Donc, en nommant « le rayon de 
la sphère , les trob coordonnées du centre seront « , <s<t , 4a , m , et 
féquation de la sor&ce de cette sphère sera 

— 4*)* + (*-—»*)• = «’ {J) 
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l'enviloppe devant toucher deux sphères consécutives , les points de 
la surface de la sphère qui appartiendront aussi à l’euveloppe seront 
ceux qui ne changeront pas lorsque la sphère changera, c’est-à-dire,, 
lorsque le rayon x et les trois fonctions 4 , 4 < * > qui en dépendent 
épfous Cl ont une variation. Donc , si l'on dillérentic l’équation de la 
sphère en regardant a comme seule variable , ce qui donnera 

(x-,f)y + (j-4)4' + (s-»)»^ = -« . . . . . {B) 

on aura une équation qui appartiendra à la ligne de contact de la 
sphère avec l'enveloppe , quelle que soit x , c'est-à-dire , quelle que 
soit la sphère que l'on considère. Donc , le résultat de rélimiiiation 
de l’indé^rininée x entre ces deux équations donnera en a: , j- , z , 
l’équation finie de l'enveloppe demandée ; et celle équallon con- 
tiendra les trois fonctions arbitraires 41 , 4 > v- 

II. 

La normale menée par un point quelconque de l'enveloppe , étant 
aussi perpendiculoii^ à la surface de la sphère qui touche l’enveloppe 
au même point , passe par le centre de la sphère. Or, en' faisant pour 
abréger 


' -I 7 * = A-, 


les cosinus des angles qne la normale lait avec les 
X ,, J- , Z , sont respectivement 

trois coordouMUS 

A ’ A ’ A 


Donc, il sera facile d’avoir les rapports du rayon de la sphère ave« 
les pvties qui lui correspondent sur chacune de ces coordofméas , 
rapports qui sont exprimés par les trois équations suivantes* 

(æ-— <») A -f- xp =r » . . . • . . 

(G) 

(.J — 4)* + «7 =0 

....... 

(z — ir)A — X 3:0,,..'.. 

s (£) 


ta 


( ) 

Ces trois équations , combinées deux à deux (ce qui peut se faire de 
trois manières dilTérentes ) , donneront, par réiimination de l’indc- 
termince «, lestrois équations aux différences premières de l'enveloppe 
demandée , et dont «bacune tae renfermera plus que deux fonctiorts 
arbitraires ; mais Téliminalion ne ponvant s'exécuter tant que les 
formes des fonctions ne sont pas déterminées , il s'ensuit que ces 
trois diflërentiéMes premières sont représentées chacune par le système 
de deux* équations entre lesquelles fl fent éliminer rindeterininée a. 

.On arriveroit facilement k ce résultat par les différentiations de 
l’équation (/f) , prises en regardant d’abord x, paisj , comme seules 
variables , et en traitant a comme constante dans les deux operntinns j 
ce qui est permis par l'équation (B), et éliminant ensuite entre (.4) 
et les deux diflércntielles une des trois fonctions arbitraires (f, 4> v- 

IIL 

Li'S normales à la surface menées par deux points consccolifs de 
la ligne de contact avec la même sphère, passent par le centre ; donc, ' 
le rayon de la sphère qua nous avons jusqu’ici représenté par a , est ' 
un des deux rayons de courbure de la surface enveloppée. Or, nous 
avons vu (parag. i5) que l’expression du rayon de courbure est la 
valeur de Ji tirée de l’équation 

éf44-éfl[(i+9-)r— ap^5-+-(i+pr*)<]-j-(r/ — r)él* =rO. ...(</) 

«É 

Donc , si dans les trois équations (C), (D), (E) on substitue pour a 
cette valeur de ft , les trois nouvelles équations 


(x — ifJt)A + p/iz=o (F)' 

(j — 4^)* + 7^ = o (G) 

( X — wB) A + F = O (ff) 


seront , aux différences secondes , celles de la surface demandée. 
Chacune de ces équations contieut encore une fonction arbitraire 
et exprime «culé toutes les surfaces soumises à la même génération. 


( aia ) 
IV. 


Toute* les normales à la surface menées par . les points de sa ligne 
de contact avec la même sphère , passant par le centre de cette sphère , 
il s'ensnit , i®. que cette ligne de contact est une des lignes de cour- 
bure de la surface enveloppe; a", cpe pour toute une ligne de 
courbure , le rayon de courbure est constant. Or , nous rfvon* vu 
(parag. i5) quel équation de la ligne de courbure est 

£ K« + 9*) * -«0 + ^ t(H- ?•) r-(. -f,.) <] _ K. + =0. . . . w 

Donc , en posant cette dernière équation , on doit avoir 

dR = O. 


r • dr 

Si donc on représente par « la voleur de tirée de l’équation (e) ^ 
'H faut qu’on ait en même tems 


ÈL 

dx 




dy 

quelle que soit la valeur de : donc, éliminant ce rapport, 


f équation des différences partielles du troisième ordre de la surface 
demandée pourra être mise sous la forme abrégée •> 


(■^) + “ (-^) = ° (/> 


qu’on obdendroit également en dÜTérentiant chacune de* équations 
(^) I (^) > W > manière à faire disparotire la fonction aibitraire 
qu’elle renferme. EnSn, développant cette équation, et fusant pour 
abréger 

1 

(t-tp‘)A-j-Rr = ^ (i-hç')r—2p^s-i-(t+g')t = Jlf 

pqk = . rt — S' = N 

{ï <i') k + Rt = C 


(a.5) 

ce qui donne i en tertu de (J) ' ' 

— fi* = O , 

on aura, pour la surfece demandée l'équation linéaire aux diflerencea 
troisièmes 

C«+(C# — afi)ai+ — afi#) + a 

V. 

Etant donnée l’équation linéaire aux troisièmes différences que l’oif 
vient de trouver , si l’on se propose de déterminer là caractéristique 
de la surface è laquelle elle appartient , en opérant comme on l'a 
vu dans le paragraphe précédent , on trouve pour équation de cette 
courbe 

^= O . . (K) 

I 

qui est évidemment composée de deux facteurs , et donn* les deux 


équations suivantes 

dj- — udæ = O . . . . (L) 

Cdj-‘ + a Bdxdy Adx' — o (Af) 


Le prjpier de ces facteurs n’étant autre chose que l’équa.tion (e) ci- 
dessus , il s’ensuit qu’une des caractéristiques , si toutefois elles sont 
différentes entre elles, est une des lignes de courbure de la snr&ce. 
Le second facteur , parce que l’on a AÇ = fi* , est un carré parfait 
dont les deux racines égales peuveni être exprimées indifl'éremment 
par l’une dos deux équations suivantes 

Adx -J- Bdj — O t 
Bdx •+■ Cdjr = O , 

qui , en remettant pour A , B, C , leurs valeurs , deviennent 


k(dx+pdz) + Rdp = o (iV) 

A (<^ -f - <fd*) + Bdq = 0 . . . . (O) 


( ) 

et par rélimination de /{ ^ donnent 

dq (dx-\- pdz) — dp (djT’^- gdz) = o. 

Or , si l'on développe cette dernière équatioA , qui tient lieu de cbacme 
des deux facteurs égaux de l'ctpimlon {M ) , on retrouve encore 1 cquo> 
tion (e) ; ce qui est facile à vérifier. Donc , les ti ois fiicleurs de 
l’équation de la canècléinstique appartiennent è la même courbe. Ainsi , 
pour cliacun de ses points , la surface que nous considérons n’a 
qu’une seule caractéristique , qui est une de ses deux lignes de cour- 
bure , et dont l’équation peut indilTércmment être mise sous l’une 
des trois formes (JJ) , (N) , (O). Il suit aussi de là que les trois 
/onctions arbitraires qui compléteront l'intégrale complète de la 
proposée , seront composées d’une môme quo^Mté. ^ , 



La caractéristique devant se trouver sur la surfiice , elle sera' exprir 
• méc par i’éqnatioia de la surface et par quelconque des trois 
.équations (L) , (IV), (O). Posons d’abord que ce soit par l’cqu iiion 
(£i) , et prenons la proposée sous la forme (/), les deux équations 
de la caractéristique seront donc ' 

. — mdjc r= O > # * * 

J par )*<^liniÎDatIon de a . , donnent 

(•^) (^) . ’■ ^ 

, . . < ^ • J • J 

d’nii il faut conclure que dans la surface que nous considérons pour 
une des lignes de courbure , le rajpn de cette courbure est constant. 
Actuellement, si des deux équations (A) , (O) , et àe dz=ptlx-\-çdj-, 
qui apparlienuent toutes trois à la caractcçbtiquç^, on tirp les valeurs 
de (Le , djr , dz , ce qui donne 

d^:-\-^d ■— = O, dy Rd -^ = O , dz- — Rd-^=so, 


( a,5 ) 

les équations de la caracicrisiique seront mdHréremment run des 
trois systèmes suivans de deux équations 

dH = o, dn = o,- dR=z O, 

dx~\~Rd-^ — Of djr Rd = O , dz — Rd-j^ — o. 


Or , dans chacun de ces syslêiues , en vertu de la première équation , 
la seconde est une dinTéreiitielIe complète : donc, l’intégrale première 
delà proposée est mdiOcremment Tune des trois équations 



X R = ^R , 
A jt + rJL^^r,. 

X — ja ~ 9riî. 

n 


Si , à la place de /i, on substitue sa valeur tirée de l’équation (<^) >■ 
il est évident que chacune de ces trois intégrales sera aux diflerences 
partielles secondes , et complétée par une fonction arbitraire parti* 
culière, 

' VII. 


Les trois intégrales premières que nous venons de trouver , ne con-' 
tiennent de ditrérences secondes que celles qui entrent dans la valeur 
de R ; donc , si en combinant ces équations deux a deux , ce qui peut 
se faire de trois maniérés diflinuntes , on élimine entre elles la qbantité 
R , les trois résultats , qui ne contiendront plus que des diO'érences 
premières, et dont chacun renfermera deux fonctiotisarbitraires, seront 
les trois intégrales secondes ; mais la quantité R devant être éliminée , 
sa valeur est indillcrente , et à sa place on peut mettre une Indé- 
terminée quelconque <c. De plus , cette quantité se trouvant sous les 
fonctions arbitraires , l’élimination dont il s’agit ne peut être qu’in- 
diquée ; donc , les trois intégrales secondes de la proposée sont les 
résultats de l’élimination de a entre deux quelconques des trois 


r^pi^uoDS suKduicj 


( ) 


!*.r — ^a) k ~ — ap , 

'O — +«) * = — “9 < 

( X — w«) k ziz a. 

VIII. 

Enfin , éliminant p et ç entre les trois équations précédentes et 
dzz=pdx-^qdy , on aura deux équations délivrées de toutes diflc- 
renccs partielles , et qu’on peut obtenir facilement de la manière 
suivante. Carrant les trois équations et ajoutant , on a d'abord 

(æ — (»■)• + (7 4“)* ■+• (* — »«)’ = «• ; 

puis multipliant la première par dx , la seconde par djr , ajoutant et 
chassant k au moyen de la troisième , on trouve 

(x — <t«) <ir - 4 - (y — 4«) + (* — ' •■«) <it = O. 

Or , cette dernière équation étant la difTcrentielle de la précédente , 
prise en regardant, a comme constante , ne peut avoir lien conjoiii' 
tement avQC la précédente, à moins que la ddEéreniielle de celle-ci, 
prise en regardant a comme seule variable , n’ait lieu. Donc , & la 
place de ces deux équations , on aura les deux suivantes 

(x — e«)’ + (j' 4“)’ + (* — ■*■«)* = «’ . 

(x — + — 4)4'+(ï — ■v)5r' = — 

qui , étant délivrées de tontes différentielles , et comprenant trois fonc- 
tions arbitraires • seront Fintégcale complète de la proposée. 
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De lit surface courbe dont toutes les normales sont tangerites à A* 

‘ ' surface d’une même sphère u • 

^ .... • 

■’<»* 'î! • - Génération de îa surface. , 

^;?fcCuitj U" 1 • ■’ . . 1.. . 

contiAênim les'Dr.rmales d'une surface courbe en général', 6n 
sei'proposc de pà.s$r.r d’une quelconque de ces ' normales à une aiitrc 
iu([|>iinent voisHw, et qui soit dans le même plan que la première j 
on ieii , par lai propriété» de» lignes de courbure , que ce passage 
peut toujours se faire de deux manières différentes ; 'ce qui déterniine 
driDC nouyelles normales i. et que les deux plans menés par la pre- 
mière normale et les deux autres , sont rectangulaires entre eux. 

- Concemns la surface qui est touchée phrtontes le» normale» , surface 
qui n’est autre chose que l’enveloppe on la limiio de l’espace qu’elles 
occupent toutes j puis considérons une normale quelconque , avec les 
deux antres normtdcs inlinimant voisines de la première ,'êt dont 
chacune est dans tm même plan avec elle : cela posé si la première 
normale et une des deux autres ne se rencontrent pas dans un dés 
points de la surface touchée, le plan détermine par les deux normales 
sera tangent à cette dernière surface , puisqu’il passera par deux 
tangentes infiniment voisines , et le second plan dAerminé par la 
trobicme normale sera pcrpendicniaire à la surface touchée dans le 
point de conucs de cette surface avec le premier plan. '* ' 

U suit de Ui, ■*, que la~'premièrc ét la trobicme normale seront 
les tangentes consécutives d’une même courbe tracée sur la surface 
touchée } a*, que ces deux droites sa rencontreront en un des points 
de cette snrface, qui sera par 'conséquent le lien des centres d’une 
des cuqrbnret de la surface proposée ; S*, que la conrbe touchée 
par la suite des normales qui se edupént ainsi consécutivement, sera 
le lien des centres de conrbure des points de la surfice qui sont sur 
une même ligne de conrbure ; 4*- que tous les plans oscul'atenrs de 
cette courbe seront normaux à la surface des centres ; que par 

aS 


É 


PI 
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cousc-qaent celle coui-be s era , sur la surface des ccnircs , la plus courte 
que l’on puisse mener eotfff tes 5“. enfin , <(ue la ligne 

de courbure dont elle conlipiu lesceotres, sei-a sa développante ; en 
• sorte que la partie de la uormalè coiuprisé entre la surface proposée et 
celle des centres , sera ^ale à l'arç rectifié de cette courbe. 

‘ ' Passant au cas particulier )'qui est l'ol^jet que nous traitons, et pour 
lequel la surface toucBée par toiitcs les normales , est celle d’une spbère , 
on voit que la surface de la spbère est le lieu des centres d’une des 
courbures de la surface proposée ; que la courbe touchée par la suite 
des nonualcsquiM^otipent^succesisivcintmisnrlasphère, ctantla ligne 
la plus çourtc sut; ceue surfoicc, es( la cinconférence d’qn grand cercle : 
quesur la proposée^ la ligne de courbtti'e, dont la.circonférencqdc ce 
cercle contient les centres , est une courbe plane , .d que cette courbe 
est la spirale développot4e 4e ce grand ceroie. 

4ciacllcmepil> . soient sur la sutiace proposée deux de ces lignes de ' 
courbure consecutives,; cunune leur* plans -passent tous deux par le 
cenue de .lu spluu'e, ils fc coupcconi eu une dp>iie qui passera aussi par 
lqjCçn|cc., ,Pe plus , si , sur la suite comprise entre ces deux plans , on 
conçoit les clémeus de toutes , les lignes de l’autre courburc-v ces 
.élém^l^s , qui duiveut être pprpendiotlaires aux lignes de la première 
coitil>ure, (Seront. perpendieidaires b leurs plans. Donc, la sône pourra 
être regardée comme un iiisoau infiniment étroit de la sur&ce de 
révqlulipn ci^endrée par le. mouvement de la première des lignes de 
^qBrbiirç autour de lu droite d’intersection des deux plans , et cei axe 
^pp^es^^Mié de rc\qlnxion sera le lieu des. centres de l’autre courbure 
po^r ^opt;, les, ppud9,de.la^une à Ipqpelle. il correspond* m ii .. 

Si donc on c^l(oil 1^ suite de tputes les courbes planes de la pre- 
jP4grp.,^IU|trbitV'e,i leHfs plans se , couperont! cousecutlvement dans des 
toutes par.le centre de la sphère ; ces droites seront 
,pgr,,çopflçquctil sur qpe .sur^açe conique dont le sommet sera.au cenü» 
spldiff pliS laqnellp loq$,}e{iBlaps,des ligues de peemièee courbnsc 
Sqrptit latigws. Pow; , si J'iut,dé fCSrplaxs:roul«.aiiUiur d« la suilaoe 
CRP'qHSrf,,,Vfi}»t»fIUP, .‘Wlput ^ppmuwnt ;d louruerB mttoor d(e,|a 
4rq^ç de ,spu itUerscctipn ?yç)c lc,plau survtmb, «t laligu® <1* courbure 
,«;p,J|ÛÇUl > coipcidera successivement. ftvec toutes le* auues. De là 
sp^dédipiiu gcnétai‘Oesuiyp^-i.i u r-' iiUK-u luowt atlom i — 
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«éîh'^hèrt'; i^l 'ànc ijiirife: ’U^Màjïj^c 'dê « c^ 
nih ce j^h'en cbirtAd av'di'ùhciuAbc’cîbteiquc îi base ^clcOnqucV . 
de nWnifrfe que fe cyùth:^ârt''èecelfe‘’4ba'bü ibrtUntt du cône , si' fou' 
ôoftçôh qüe le'piàii rbdié 'aiil<^''de lü'^ttffât^e 'ôoniqire i le cenire do 
éé¥c?c'rtc’qtartérb p« U^sôi&yiil «ib'ciîfit) lü clriiénféreoce' engendrera 
la sUi^W dé H*^ip1icrc' dont ’le'^énire ieïïî Su sommet du cône , et la 
spirale engendrera la surface proposée. En eflcc , cette surface" nanrî 
aucnno aOnmde qui neTsok'aussrnoiNMiDièlaispirale génératriçe dans 
le pi an de laquelle elle se trouve, qui ne soit par COBséepaent tangente 
au ^ri lç dpn^ celtajspjrije^eel .l»- développante, et qui ne soit enfin 
langenie à la surface d^.l^ générateur. 

friLa propuséeat'a aucUBe.nnriuolc par laquelle ne passe le plan gé> 
uérateur dans un instant de son’ mouvement ;> pr , pendant tout lu 
mouvement , ce plan ne cesse d’éue tangent b la andace. conique :. 
donc, il n'y a aucun» nonuole. qui, ne louciio.Ia surface conique^ 
surface qui est le lieu des «entras ' de la seconde -courbure , comme 
colle de lu sphère est celui des .centres de la première. .1 

La courbe que parcourt chaque peint de la spirale génératrice , est 
constamment perpendiculaire è cette spirale pellé est done unedigtiq 
de rauire courbure ^ mais^ le - point déierivàat'ine change {>ae de dis- 
tance aur sommet du côtteM -donfi ,' ubai^ ligne de la sedoade courbure 
est 'sur la snrface' d'nne sphère dont le centre est au sommot tin 
oône V ’ ' dtint le rayon , coaèttut pOup, tboenne d’elibs en qwrncolier . 

est variable de l’u» àd'anire. «I ‘ ’ yrif»» , • 

III . •>. lin .. - , ' 't; •! 

'■■■’ ' Des c/téles de 'rehroussenient de (ai surfitte: ' 

. .. I ■ < 

La spirale "dévéloppame dn cercle a , Comme on sak, un pnint'de 
rebroussement placé sur ht circonférence du ‘cercle déreloppô; ce point 
peut être considéré comme Torigine dn dévelepperaem , et la courbe} 
par rapport à lui , s'étend de part et d'autre d'une manière symétrique! 
Lors donc que le plan de la spirale roule antour de la suiibce conique • 
il est évident que ce point doit engendrer une arête de rebroussement 
et que celte arête est toute entière sur In surface -de la sphèfe tourliée 


t 
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par tontes ]es norn^^s. toote^ les .nappes diç, la snr&ce n» 

peuvent se prolonger vers le c^tre que jusqu a ce qu’elles rencontrent 
^ la surface de la sphère dans l'aréie de rebroussement ; là elles se ré- 
fléchissent , eti ^sortc qu’aucune d’elles ne pénètre dans l’intérieur de 
la sphère., La surlàec de la sphère étant le, lieu des centres d’nne des 
courbures, de la surface engendrée, il s’ensuit que ponr'lous les points 
de celte première arête de rebroussement ^ uq des rajron^ de conrbure 

de la surface est nul. i ‘ t • 

tj‘ ’M.l-iti.. 1 . 'fir ? r i* W 

‘ Indépendaaaroent de cettepreaûère arête de rebroussement, la surface 
m a encore usm autre,.' > 

En eflèt, si Ton considère la génératrice dans deux positions consé- 
cutives , les deux plans qui conviennent à ces deux positions se coupent 
dans une droite <pii se trouve sur ta surface coinque , à laquelle ils sOnt 
tous deux téngens , et les deux courbes se coupent en un point d* 
cette droite, point qui est par cotiséquent sur la surface conique. Le 
lieu de tous tes points ' déterminés de ecne manière sur la surface 
cpnique , est une courbe perpétuellement touchée par la génératrice 
dans tous les iiisians de son mouvemeat j et il est évident qu’eïe^cst 
une arête de rebroussement , car chaque' partie de 1a génératrice s’ap- 
proche d’abord de la surface conique jusqu’à ce quelle l'ait touchée 
dans cstie courbe’à laquelle elle est elle,anéaie tangente j. puis , | peu 
le progrès de la rotation du plan , elle tf’en .écarte . de nouveau sans 
pénétrer dans l’espace vers lequel lu surface cotlique loame sa cou- 
cavité^ espace qui , comme celui de la sphère , est mterdit à la snr&ce 
engendrée. La surface cuuique étant le lien- des ueiUres de la seconde 
courbure de la surface engendrée , il s’ensuit que pour tous les points 
de cette seconde aréçc de rebroussement le raqron de la seconde 
courbure est nul. 

,iDcs deux arêtes de rebroussement que nous venons déconsidérer, 
la première , c’est- à-dire , cellu qui se trouve sur la sui faoe de la sphère , 
eat' uulcpendunlc Je lu génération ; elle u’exlste-que perce que la gé- 
nératiâce çUo-mênien^un.puiqt de robrousseuteiU- ^stur l<>ute autre 
généralricç qui u'aivroil pas de point de .rcbiuusseuicnt , la surface 
cngeudt'ce u’auiuit pas cette arête. -Mois la sccu]i>lc ui.'te de rel^rous- 
semcnl , celle qui se trouve sur la surtace conique , est iuiu-i'Uite à 
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la géoératlon ; car il est cviilent que la géiftration restant la môme , 
si la génératrice changeoit de nature ,^’aréte cbtuigeroit de position 
sur la surlace conique , sans cesser d’ôire arête de rebroussement. ^ 

Cependant , lorsque la génératrice ne s’étend pas à 1 infini dans son 
pinn , cette seconde arête peut devenir imaginaire pour une certaine 
partie de l'ctenduc de la surface , et même » dans un cas particulier , 
elle peut devenir éuticftmeni imaginaire , ou bien elle peut se réduire 
à uu point unique qui est alors un point de striction de la surface. 
( Cesi ainsi qu’on peut appeler le point par lequel une nappe de surface 
passe toute entière pour se convertir en une auU'C. ) Ce cas particulier 
a lieu lorsque la surface conique autour de laquelle roule le pltyt 
féoératcur sê réduit à une ligue droite ; alors la surface engendrée est 
ne révolution autour de cette droite , comme axe. Dans ce cas , si la 
génératrice est toute enticred’un côté de Taxe, Farêtc de rebroussement 
est entièhtmeiit imaginaire , et si la génératrice coupe l'axe sous un 
angle oblique, le point de cette intersection est iii) point de striction. 
Tel est le sommet d’une surface conique. ^ 

I -illî. . • .If: 

De la ligne des courbures égales et de meme signe de la surface- 

Nous avons vu que la surface n’a aucune normale qui ne -touche 
en même tems , et la surface _ sphérique , et la surface conique^ que 
ces deux points de contact sont les centres des de^ courbures du point 
de la surface auquel appartient la normale, et que la distance entre ces 
deux points est la diflërence des deux rajtons de courbure. . . 

Actiiellcinent , considérons une norpiale quelconque , et concevons 
que le pliiu générateur qui passe par cette normale étant fixe ^ elle se 
meuve dans, ce plan , sans cesser d’être normale , iusqn’à cq que le point 
du sou contact atec le cercle qu’elle tonche sans cesse soit le même 
que ccliù. du cojiti\ot. tjle ce même cercle avec ,1a sqrlàçe conique. Duna 
çette position , la Tvrmale touchera la sphère et la surface conique dans 
le même point ; leS centres des deux courbures du point de la surface 
auquel elle appartient alors, seront donc çonfoadus, et les demt cour- 
bures de ':i surlace en ce point seront égales entre elles et dans le même 
srn...,Oi , cette uMmale qui touche dans le même point les deux sur- 
iuccs des cenu es de courbure, touche aussi dans ce point la courbe qui est 


1 intersection de ces deux surfaces : de plus, ce que fious venons de di^ 
pour cotte uornialé tiuroit égaiemeiit lieu pour tôutè , autre seroit 
tangente ù l’imcrseclion de ces deux surfaces des centres; donc, si Ton 
Conçoit qu’une droite se meuve sans cesser d’étre tangente à Finter- 
scction de la surface conique et de la sphère, celte droite tracera' sur 
la surface engendrée une courbe pour chaciin des points de laquelle 
les deux rayons de courbure de la surface sèrtiiit égOtfx entre eux. 
C’est cette courbe qu’on peut appeler la ligne des courbures é^les 
et de mfmc signe. Mais la tangente, dans son mouvement, est par- 
tout noi male à la surface engendrée , et par conséquent normale à 
la courbe qu’elle trace sur cette surface; donc, la ligne t^es courbures 
égales et de même signe , est la développante de l’Intersection deà^ 
deux surfaces des centres. -< *' ■ ti 

Du sommet de la surface. 

11 est facile d'appcrcevoir que la ligne des courbures égales , après 
avoir coupé obliquement toutes les lignes de l’une et de l’autre courbure 
vient cufui rencontrer sa développée, en un point qui est pour elle un 
point de rebroussement. Ce point , qui est sur la surface engendrée , 
puisqu’il est sur la ligne dés courbures égales , est aussi sur les deux 
surfaces des centres, puisqu’il est sur leur intersection : d6nc , pour ce 
point, te rayons de courbure de la surface sont non-seulement égaux 
entre eux , mais ils sont encore tous deux nuis. Ce même point de la 
surface engendrée , en tant qu’il est sur la surface de la sphère , doit 
être sUh la première arête de rebroussement ; en Unt qu’il est sur la 
surface conique , il doit être sur la seconde arête do rebroussement; il 
est aussi sur la ligue des courbures égales : Jfîne , c’est par cé point que 
passent ks trois lignes les plus remarquables de la surface ; savon- , ses 
deux arêtes de rebroussement , et sa ligne des courbures égales. ' 
De plus , ce point est un point de rebroussement de la première arête 
de rebroussement; car, dans leniouvenicntdu plan générateur, lepoini 
de rebroussement de la spirale qui engendre celle arête , s’approche 
iTabord de la surface conique , la reneoritre perpcndiculaircineui , ci 
se réfléchit ensuite suivant la direclion contraire'. Il est aussi le point 
de rchroussenienl de la seconde arête de rebronssémeut ; car celle 
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«econde aréie n’cst auu*e chose que la spirale génératrice pliée snr la 
surface conique ; et le point que nous considerons est le point de re- 
broussement de cette spirale. Nous avons vu que ce point est aussi le^' 
point de rebroussement de la ligue des courbures égales ; donc , il est 
le point de rebroussement commun aux trois lignes principales de la 
surbice. 

Il suit de là qne ce point est un véritable sommet de la surface ; non 
pas dans le sens qu’on a coutume de donner à ce mot pour une surljice 
conique qui n'a qu’un point de slrictibu au-delù duquel se reproduit 
une autre nappe de la surface égale et semblable ù la première , mais 
dans le sens que ce sommet est une pointe au-delà de loquellc la surlâce 
.devient imaginaire. 

Jusqu’ici nous avons parlé de cc sommet comme s’il existoil seul 4e 
son espece sur la surface : cela n’est ainsi que dans le cas particblier 
où la circonférence du grand cercle de ta sphère est multiple de celle 
de l’intersection des deux surfaces des centres ; dans tout autre cas , U 
peut se trouver plusieurs sommets semblables ; et même le nombre de 
ces sommets devient infini , lorsque les deux circonférences sont 
incommensurables. 

Comme ce sommet est le point le plus remarquable de la surface , 
nous le prendrons pour origine dans les développemens qne nous allons 
exécuter. 

De la Qénéralion de la surface par un point susceptible de deux 

' niouvemens differens. 

■' '' 

Concevons une droite tangente à riuiersectiou des deux sArfaces des 
centres , et dont le pokM de contact avec çcite courbe soit le sommet 
même de la surface engendrée ; puis supposons que la droite roule sur 
cette courbe sans cesser de lui être tangente. Cela posé , si l’on cônsidère 
sur cette droite , comme point décrivant , celui qui d’abord ctoit con- 
fondu avec le sommet de la surface , nous avons vu que ce point 
parcourra la ligne des courbures égales ; et parce que cotte ligne travereo 
oldiqnement, tontes le» lignes de l’une et de l’autre Toui^ore , il s’ensuit 
»qu'H n’y a oueune spirale génératrice sur laquelle le point décrivant ne 
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J 1 HISS 0 panreuir, el dans le plan de laquelle la droite mobile ne se trouve 
ultM's. Dans cette position , la droite touebera au même point et la 
covi'Ih; sur laquelle elle a roulé , et le cercle tpii cM dans le plan de la 
^irale. Si donc on conçoit qu'elle roule désorinais sur la circonfé- 
rence de ce cercle sans cesser de lui être tauj^eule , il n’y a aocan point 
sur la spirale génératrice avec lequel le poiut décrivant ne puisse sc 
confondre : donc , il n’y a aucun poiut de la surface engendrée sur 
lequel le point décrivant ne puisse sc trauspoiier eu vertu de ses dciot 
niouyemeus ; donc , ce point est générateur de la surface. ,,,, 

^ Pe Véquati 0 n de la sutfacc en quantités finies. 

D’après la génération que nous venons d’exposer , si l’on considère 
une normale quelconque et le plan de la spirale qui la contient , il est 
évident qu’en nommant L l’arc de l’intcrscclion des deux surfaces des 
centres , étendu depuis le sommet de la surface engendrée jusqu’à son 
contact avec le plan de la spirale ; ilf l’arc du grand cercle de la sphère , 
étendu depub son contact avec la courbe précédente jusqu’à son 
contact avec la normale ; et iV la partie de la normale comprise entre 
la surface engendrée et son point de contact avec la sphère , on aura 

L = 91+ N, 

11 ne s’agft donc , pour avoir Téquation de la sqrlace, c{ue de trouver 
les expressions de ces trois quantités. 

Or , la partie de la npnnalc que nous représentons par N, forme 
avec le rayon vecteur et le rayon de la sphère , un triangle rectangle; 
donc , si ce rayon est exprimé par a, on aura 

, Ns:. ^ (x’+j'+ Z’ 

Pour trouver la quantité L , soit 

«X + * = O . 

l’équation da plaa de la spirale., dans laquelle « est la quantité qui 
détermine la position du plan , et où la fonction ^ , qui dépend de 
la nature de la siir&ce conique , est par conséquent arbitraire ; si on la 
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différentic en regardant a comme seule variable , ]’«kpiation 

= O , 

que l’on obtiendra, appartiendra à la droite de contact du plan de la 
spirale avec la surface conique; et réquatioii de celte surface sera le 
resnitat de l’élimination de a entre les deux équations précédentes. 
L'équation de la sphère étant 

’ 4- ï’ = a'i 

il s’ensuit que ces trois équations , après l’élimination de a. , exprimeront 
l’intersection des deux surfaces des centres de courbure. 

C’est donc dans ces équations qu'il faut prendre les valeurs de dæ , 
dy , dz , pour les substituer dans la quantité 

L zx/"\/ ^dx’ -j- dy‘ -j- dz‘). 

Or , si de ces trois équations ou lire les valenrs de « , ^ , s , en 
disant pour abréger 

«+ V* + G* , 

on trouve 

Gx = a<f' , 

Gy= — a, 

Gs = a(o — «♦')• 

Différentiant et faisant encore, pour abréger, 

I + «• 4- 0* = A* , 

on a 

GJ dx = da {A’ — « (« + wO} 

Gidjr z= ai^"da [h’if' — («ri-oV)} 

Gi dz = a^"da { — + 

Carrant et ajoutant , on trouve, réduction (Site , 

G* (dx' -J- dj-' ■+• ds’) = O’ A’ da. 

=>9 


( ) 

Doue,- en subsiituant tlaiis lu valeur ilo L, on aura 




= */î 


y'</a v/fl + a’+ iJ’) 
+ «t'' “H (<f — 


Quant ù la troisième quantité jV, il est evidem qu’elle est égale a 
Tare du grand cercle de la sphère compris entre les droites uicnces 
du centre aux deux points de contact de la normale avec les deux 
surfaces de la sphère et du cône. 

Soient jc' , y , zf , les coordonnées du point de contact de la noi^ 
male avec la sphère; et x", j", s", celles du point de contact de 
la même droite avec la surface coniqne ; ces deux points de contact 
et le centre étant les sommets des trois angles d’un triangle rec- 
tangle , U est clair que l'on aura 

M = a. arc. ^ cos. = yu ^ .«,)} ’ 

■valeur dans laquelle il faut substituer celle de x", y ", z". Or , entre 
ces tPoLi coordonnées , on a les trois équations suivantes : 

, clx" lyj" z" = O , 

+ =o, 

x>x" +yy + z'z" = a', 

dont les deux premiers expriment que le point est sur la droite 
de contact du plan de la spirale avec la surface conique , et dont la 
troisième énonce qu’il est sur le plan tangent à la sphère dans le point 
dont les coordonnées sont x^,y', s*, 

Donc, tirant de ces équations les valeurs de x", y'', z", ce qui 
eu luisant , pour abréger , . 


donne 


a:V — y + — «'»') = »'» ■’ 

^'x" = 

u'j '' = û» , 

«'a" = o> (<f — «V) . ■ , . ^ 


on aura 

^ (i"’ »'• = «« [l -h (»'• + (<^ — a ♦')*] > 
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et il ne restera plus qu’à trouver les valeurs de xf, s', pour les 
iuljs'iliicr dans 

Mais pour le point de contact de la normale avec la surface de 
la spfaièrc , ou a les trois équations suivantes : 

x'' y’ z'’ = a ' , 

+ z' = o, 

xx' -y J'y +zs' = a’ , 


qui expriment, la première, que ce point est sur la surface de la sphère; 
la seconde, qu’il est dans le plan de la spirale; et la troisième , qu'il 
est dans le plan tangent à ]n sphère mené par le point de la surface 
engendrée. Tirant les valeurs de x',y, a', faisant, pour abréger, 

a:>+j*4-z* =u’, 

I + «• -h <»’ = A’ , 


et observant que le point de la surface étant sur le plap de la spirale , 
on doit avoir 


pn trouve 


Z = O , 


Iii/'x' = Ao’jc y a Çy — - <fz) \/(u* — a') , 
hu'j' = /la'y — a (x — «z) \/(m’ — a') , 
hu'z' — ha' z y a (^^x — aj-) \/{u' — a') , 


mettant ces valeurs de s', dans»', et faisant encore, pour abréger. 


— J' + z (<f — « V) = *> , 

on a 

U’»' =: o’« -j- ah (x — o’). 

Donc , en substituant cette valeur de «' , on aura 

,/ 11. , II. , ii.s ou’ \/ fl + V- + ((» — «V'I’] . 

v(x"* +y'* + ="■) = ’ 

et par conséquent la valeur de Jff sera 

fOu + A ra:4-a-y)v/(W — 

a, arc. cos. / r; — - C 

\ «* \/Li -f- — «r) J 9 
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Doue enfin , meitani pour L , M el N leurs Toleurs dans l’équaiion 
l, = M N , ou aura 


'A 








“V['+r+C» 




et parce que le point de la sur£icc engendrée se. trouve dans le plan de 
la spirale , on a d'ailleurs pour lul^ 


if s’ensuit que Fccpiation de la surface engendrée est le résultat de l’cli- 
xnination de a cntt-c les deux éqnatious precedentes. 

Lorsque l’équation d’une surface est représentée par le système de 
deux autres équations , entre lesquelles U faut éliminer une indéter* 
rainée», aucune de ces deux équations n est nécessaire individueUement; 
et il existe une inimité d’autres systèmes d'équations, qui, par l’élimi* 
nation d’autres indéterminées , produisent la même équation de la 
surfàcc. Les deux équations que nous venons de trouver , et auxquelles 
nous avons été conduits directement par la propriété énoncée dana 
la définition de la surface , ne sont ni aussi simples, ni aussi fécondes 
qqe celles que nous allons obtenir par une autre considération. 


D'une autre manière de trouver F équation en quantités finies. 


Kous avons vu que la surface est engendrée par le mouvement de la 
spirale dont le centre est an sommet d’un cône , et dont le plan roule 
sur la surface de ce cône. Cherchons d’abord l'équatkm de la spirale 
considérée dans son plan; et rapportée, par des coordonnées x et y, 
à deux axes rectangulaires menés par le centre du cercle. 

Si , par' un point quelconque de la courbe , on conçoit une normale , 
elle touchera la circosdërence du cercle dont la spirale est la dévelop- 
pante en un point; et si l’on représente par a:', y', les coordonnées 
de ce point de contact , l'équation de la normale , en tant qu’elle 
est tangente an cercle en ce point , sera 
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et parce que le point de la courbe est un de ceux de la normale , cette 
équation aura aussi lieu pour lui. 

Mais les quantités x' ciy sont lés sinus et cosinus de l’arc de cercle 
dont le développement est ^al au ra]^** ^ oonrbune de la spirale -, et 
ce rajon de eearbure étant le cdté «Too triangle rectangle dont le rayon 
aeetenr eet fhypothénuse , et dont fei raipon dUi cercle est rautie côté ,■ 
son Mpressie* sera o»)i . 

On aura donc 

x' =a MO. { — ji — II*} , 

y 1= cos. { A-y\/(x’ +/• — O*} , 

équations dans lesquelles est une constante arbitraire , au moyen de 
laquelle l’origine du développcraem du cercle , eu le sommet de la 
spirale , peut être porté partout où l’on veut. 

Si l’on fait, pour abréger , }/ (x' +_y* — a*) = ii , l’équation de- 
là spirale , considérée dans son ^an , ter» 

• ' (ir — ce». (« — «*. 

Cela posé , conccrons que la spirale , dons son nsouvoment , catralnr 
avec elle la droite sur laquelle nous venons de compter les x ; cette - 
droite engendrera une antre sur&cc conique dont le sommet sera au> 
centre de la sphère , et dont la nature dépendra de la première sur- 
face conique que nous avons considérée jusqu’ici , puisqu’elle en sera-, 
une développante : eu sorte que si l’équation de la première surface 
conique étoit donnée , celle de la seconde ne pourroit s’obtenir que 
par iutcgraiioA. Mais dans le cas général que nous traitons , la pre- 
mière surface conique étoit arbitraire ; donc , si la seconde est- 
désormais la seule que nons censidérioBS , nous pMVOM aussi, la^ 
regarder comme arbitraire et primitive. 

Soit donc l’équatio» de la nouvrila suWùce conique 

dans laquelle la fonction arbitraire ♦ n’est pas la même que ceHe- 
que nous avons précédemment exprimée par ot qui en est une' 
dérivée; si l’on fait x — m, cette équation sera le résultat de 
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i cliaiination de « entre les deux suivautes 



AciucUemeni , si , d’on point qnelconque de la surface engendrée, on 
abaisse une perpendiculaire sur la surface conique, cette perpendi- 
culaire sera la quantité que , dans l’équation de la spirale , nous avons ■ 
appelée J' , et nous l'exprimerons désormais ^r }'j la droite menée 
du sommet du cône au pied de cette perpcndiciJairc , sera ce qqc 
nous avons appelé x, et nous la représenterons désormais par A'. 
De plus , le rayon, de courbure qui , dans réquation de la spirale , étuit 
V/ (x'-f-y"’ “ fl’ ) ,esicvidcmmcut ici y' (x‘+j * -f-s* — a* ) j 

donc , si l’on fait , pour abréger , 

l’équation de la surlace engendrée sera ■ " l ' •'( • ^ ■ i ■ 

. 1 . - -.II'. I . !•> it l'i 

Xsin. (U — y cos. , , 

dans laquelle il ne s’agit plus que de trouver les valeurs de X et V, 
Pour cela , soient x', j‘, z', les coordonnées du pied de la perpeu.» 
diculuirc j comme ce point est sur la surface dp cône ; on pur» ’ ' 

> ♦ t ' tii’ •rp..- I 

. a^ = «x', , y = <'?',». 

et l’on aura évidemment ‘ *' 

t • . .,1 • ... I 

X’ =ü x'* + î'* = x'* (•+«’+•’)» 

j'- = (x — y)* —■»')’> 

= (x — — tixO’ (“ —i'y. ■: 

I I 

Mais la perpendiculaire V étant un minùnwn , sa grandeur ne doit _ 
pas varier lorsque son pied varie , soit en vertu de la variation seule 
de soit en vertu de celle de ai. Donc , les différentielles de Y 
prises successivement , en regardant z' et » comme seules variables , 
doivent être nulles. On aura donc les deux équations 

(x — — ♦3')4'-l-(s — 2 ') = o , 

(x * 2 ') + =®i 



(• aî. ) 

'qui', faisant, pour aW(,'cr, • <r '> • ■ • 

> :i ■ .1! ■: 

, , , 

• • ^ ' • t ,1 I 

I - • 1 .• I Il 

dcvicuucut ■ . . , , 

î'A»=.V, 

et 

(« + ♦«,' ) =/♦'.• 

Cas doux équations , par l'éliiumatiou de z' , donnent d’abord une 
première équation 

. t 

A’ (a: = iïf (« "4“ (^) 

à laquelle nous reviendrons. , 

Substituant pour s' sa v.aleur dans celles de te' et j', on aura- 

• ‘ x'A* = aJff, 

j'h’ = «M , 

»'A> = Âh 

^i ^ étant carrées pour former la quantité a'* + + 1 '» = X' ,> 

donneront 

A'>A’ = .V* ou Xh = 3I. 

Puis' formant les quantités x — te', y — y', s — s', dont la somme 
des carrés doit être égale à f’’, on trouvera • ■ ■ I 

Yh = V [A- ( t'* + O’) — 

Ainsi, substituant pour' ‘AT et Y leurs valeurs dans l’cquallûn de la 
surfoce , on aura ' ' ' '■' i • . < i • 

- Msin. ÇIJ . — + vé [A’ (f/’ ■+■ O’) — M'^cos. ÇU — X) = a'h, 

dans laquelle, Indépendamment des coordonnées x ,y, z de la surface, 
entre encore rindétcrmluée « : mais nous avons vu que nous avions 
d'ailleurs l'équation ..... j 

A> (x +.;•-»') = M{«. + 4*') (A) 
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Jonc 1 équation de la surface sera le résultat de rélimiuation de « entre 
les deux dcmicres équations. ' 

Les dcjix équations que nous venons de trouver, pourroient rester dan* 
l'étal ou elles sont ; mais si l'on carre la première d'entre elles ponrfaire 
disparaître le radical , il est facile de la ramener à la forme suivante : 

« sûi. U cos. {U—A) = , 

dont la dilTcrentiellc prise en regardant comme seule variable la quan- 
tité « qui n’entre que dans le second membre , ii’esl autre chose que 
l’équation (./) ; donc, si , pour abréger , on lait 

a sin, (IJ — y/) + U cos. (U — A) — = N , 


l'équation de la surface sera Je résultat de l’élimination de l'indéter- 
minée a. entre les deux équations 


sir 


N =0 

/ dN \ 

{-sr) =»• 


'10/ 


t dunpMr cet objet , il convient «T examiner le* deux éqtuttknu 

tsJPps de 


Avant) 

st^ noos de trouver , et <pü vont nous conduire à une nouvaDe* 

génération delà surface. /♦# 

De ces deux équations, Tune étant la différentielle de rantre, pcito 
en regardant on certain paramètre a comme seuln variable , U mût que 
Ja su^ce engendrée est l’enveloppe ou la limite^ de r«epae|^ que 
parcourt une autre surface en vertu de la variation de ce, paramètre. 

La première de ces écpiations^z: o, c’est-è-dire , celle de il inrface 
mobile, ^ regardant a comme conttant, appartient à une sm&oe dé révo- 
lution autour de l’axe, dont les équationssont x = 
sait que l’étiuation de cette surface de révolution est 

.LL «ia'i-Hl 'ttlillJ T 

= A te. V. 4.,") , 


: os; car on 

l 

t 

■ 

T' iisibi * 


v^( 
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ou, en conservant les abréviations ci-dessus, 

et il est évideiu que l’équation N=a est de celle i'urinr. De plus, 
nous n’avuns trouvé celte équation qu’un transportant dans le pluu 
du méridien de lu sur&ce de révolution, la spirale gcùcrairice. Ainsi , 
la suHàce mobile résulte de la révolution de la spirale autour de 
l’axe, dont les équations soûl x = az, y — ^.z. 

La seconde équation , c’est-à-dire l'équation (A ) , ainsi qn’il êsl 
facile de le vérifier , est celle d’un plan normal à la surfiice cuniipie , 
dont l’équation lésulle de l'élimination de <t entre les deux snivames 
X az , jr = f.» , CB plan normal devant d'ailleun paner par le 
sommet qui est a l’origine : die est donc celle du mcridlon dons 
lequel se coupent deux surfaces de révolution consécuilves , lorsque 
l’axB se meut de manière à parcourir la surface conique. De là soit 
une nouvelle génération de la surface. 

Si , après avoir mené dans le pim d’jane spirale développante d’un 
Cercle, et per le centre dn cercle, une droiu qaeicouque , ob frit 
tourner la ^irale autour de cette droite pour engendrer une eorfree 
de révolnlioB , et si ensuite on frit mouvoir çetu surfree de maaièM 
que son axe , sans cesser de passer per le ménse centre , percoari* 
une surface conique qudeonque , dont le sommet sera par conséquent 
au centre du cercle , l’enveloppe de l’espace que parcourra la surface 
mobUe , sera la surfree générale, dont tontes les normales seront 
. uugentes à la sphère engendrée par la rotation du cercle dont le 
spirale est la développante. 

Des équations en quantités finies des deux arêtes de rebroussement. 

Mous avons vu que la surface cngcndiée a deux arêtes de rebrous- 
sement , dont l’une est sur la surface de lu sphère , et dont l’autre 
est sur ia surface conique perpétuellement touchée par le plan de 
la spirale. 

Pour la première de ces courbes, Féquation de la sphère doit avoir 


— ■ 
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lieu , c’est-à-Jire , que l’on, doit avoir J7c= o* Or, si l’on introduit 
celte équatiou dans Nz=o, c’est-à-dire, dans 

a fin. {U— J) + U cos. {U~A)= , 

tout le premier membre se réduit à une constante arbitraire , que 
nous.rcprcscutçroos par B , et l'équation devient ^ 

I »• 

Donc, des deux équations de celte arétç de rebroussement , l'une. esc 

' « 

' ' X’ •+• î’ =: à’ , ' • ‘ . 

* • »■' . - .J ■ • ; 

et l’autre est le résultat de l’éliminatioD de u entre l’cquatien. . 

+ =(“■^ + ‘0' + .=) '* , . . , I , 


et sa dilTcrenticllc ,' prise en regardant « conime 'seule "Variabre. ■ * 

Quaul à la seconde arête de rebroussement notis avons* vu cju’cll^ 
est perpétnelleinent lonthée' par la .spirale, lotsqne tefle-ci' ' se meut 
pour eiigéndferfc' surface : d<Vnc le point de la spirale dont les 
eoordoiroér’S Je J •* ne diatigcnt pas , 'fors.pi’rlle change dé' posi* _ 
tiim , est un point dé l’anête'.' Or ,■ les deux éqtultions de 'la spiralé^ I 
considérées .sbws'uae'' position quéhratiqoe , sont ' f 


jy..- =o 




4)r., w 

, . * ■ -•**' *•* Ai '* 

Donc , si l’on differentie ces deux équations , en re^rd.'tn^’eÎOTmé 

seule variable , ce qui ne produit qu'une nouvelle 




/d.lN\ 

( d.« j - ® 


4 . 


• 1> J. 

et si l’on suppose que ces trois équations aient liep à ^ liuisg„^ 
quaiuitcs X , , z qu’elles renferment, appartiendront à l’a^l^ d^ 

rebroussement : donc ^ les deux équations de cette, ^urbp sont le 
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césultat de l’élimioatiou de, « entre les trois éqeatioos . - 

- iV •=: O . ■ ) 

• - 

•• -• : 'Y ddN \ ‘ 

• •" •• ' 
De r équation de la surface en différences partielles. 

r 

Puisque les normales de la surface sont • tontes tangentes à une 
mime sphère dont le rayon est a , et dont le' centre est à l’origine , 
il s’ensuit cpic la perpendiculaire abaissée de l’origine sur une normale 
qvelconque'; est constnite ets=Ëi. '.i.- / ' loj .-.,e 

Si , les- cootdoniiéet dn point de la Surface étant x , jr, s , celfes de 
lajiorinale ^ont x',f, s', Iw deux «quations do cettd dèoUc sont *’*" 

,» ■ ; ••• af' = — -/»s' i--,‘ •• • 

y =— 7»' •+*>’+'?*■ 

Or, si, les équ^itions d’uuc droite sont ^ r,.. . t 

’ ' y^c-J + D, - ^ 

l» iUfHipi^ili l'origine à ceue droite est 

èuR^ÿ V >« ■ '' i - ■ ' . 

^?:j±£L±iÆziiSÈ.: 

.4»^ •SÇ'#» ■■<*». I -T-^‘ é-’* 

D| le tas Présent*, 'bii a 

*»* V*' 'f , ■ • r.i- 

‘ N ' ' ^ = — p. *i. 

^ |oiq ■'«'-<? ^ » /’•< **. I î 

»H- -r “0*^3 = x-\~ ps j i -y t • ■ 

y D’os^ •-|“-qï ! I ^ » .. :,frxt 

> tt i "-i* •*'K> • -Si.-, I-wI-i •! ,. . -U lis 

doue; jne|tjflyy yçifl dent jL'cxpicssioa du carié de li^ dj^ , ei^j 


r J* 
' V3 


- <*1 « !• N 

• ' - » 
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l’égalant an carré da rayon , on aura, pour équation dala snrface 

(* -Hpa)* + (r + ys)* + = fl* («+/»• + 9*) . 

équation qui , développée , peut dire mise sgys la forme suivante : 

(jc* + J* + »• — a') (!'+;»• + — px — qjry j 

équation aux diOercnces partielles , qu’on aoroil pu obtenir par la 
difiërentiation des équations intégrales .. 


N = O, 



Actuellenicnt , nous allons traiter cette dqooiiovsnBMU si notM rafioa*. 
obteniw.par d’autres recbnrcbasTc’estrA-diix, qm notts allons l’intégrer 
et étudier la stuftee à laquelle elle appa w i en l. 

De la caractirislûfue de la surface à laquelle appartient t équation 
auM iifftrenoes partielles. 

t 

Lorsqu'une équation aux différences -ordinaires a trois variables 
appartient à une surface couibc , à. cause de la constante arbitraire 
comportée par son intégrale , le lieu de cette équation est indiflé* 
remmeut l’une quelconque d'uue suite infinie de surfaces courbes , 
qui toutes ont la luàme natnre et qui ne diffèrent entre elles que- 
par uu paramètre , constant pour chacune d’elles , et variable de l’une 
àd’autre. Par exemple , ItLlIeu de l’équation xdx -tf-ydy + sdz =: o , 
dont l’intégrale est x’-+'_y*-+-s> = o’ , est l’une quelconque des 
surfaces sphériques dont le Cenirc est à l’origine ; et toutes ces surfaces 
ne different entre elles que par le rayon a , qui est constant pour 
cbacuue d’elles. > 

Lee équations aux différences partielles sont d’une plus grands 
généraUté : leur propriété est d’exprimer les générations des surfaces 
courbes , indépendamment des courbes qui oohduisenlles génératrices; 
en sorte que le lien géométri<|ue d’une de ces équations est indiffé- 
rennneut l’âne quelconque d’une suite infinie, de surfaces toutes 
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«ngendrées par le même procédé ; uai»qai diSêrciii par les courl/es 
qni gervenl à la génératÎMi. Par etejppfc, ré^wMHJU — ly* i= o , 
dont l'intégrale est* = <» (*•'+/•> .' appartioBt non - srolertrent'. 
comme la précédente.,, aux surfaces de tontes les sphères dont le 
centre est à l’origine , quel qne soit fis rayon j -non-scnlcnienl à toutes 
celles dont le centre est dans l’axndess , qudl. soit emsnrn le 
rayon , mais méma-À lénaqUa» awrÊices de révolttion MHour de cet 
asce des s, quelle que soit-la courbe g^erMrwe^. 

Lessurlaces auxquelles appartient une même équation aux différences 
paitâcUes , dâflfereDt «tonc eMm ellw pM> qutlqnw daosn de piw «MH 
siddrable qne ce^ par qnni dUArcat Ito' lieux d’uiM'inénM éqnaiioa 
aux différences ordinaires. Iféanmoins elfae on# eeln d«' iMMnfiwi', 
qu’elles peueent ifre toutes regardées comme le lieu de séries ioii- 
nies de lignas courbés , qnf-ont touiM'Ta même équntloi/' aux. dif- 
iérences oadÛMtres , et qui ^ jm conséquont , ne diflerrnt etatre cHes 
qne par des paramàtaea; et ces sur&cea ont de farliéuliee, qne pour 
^cnne d’elles la série de ces mêmes cpniisea est différente. Par 
exemple , toutes les sorfiiots d^ rérolntiipn ai^tur de l’axe ^ x sont 
les lieux de péries de CtrcoaCrtaM île awOes^dont les ceiffres s«at 
dans l’axe , dont Las plsow -aonl ytqt end iw ilaitns-b et q^i 

n« diffèrent entre elm que par, le rajmfté *'< on>q«e cliaaniM.de ces- 
snrfâces a de particulier , c’est que pour elle , cette série diffère de 
celle de tootea les aastms. 

C«t é CMM eonrbe', dont tonus lee sisriêeaeeoamiMS à la même 
génération sont pour ainB dire composées , qu’on auroit dù consacrer 
le nom de génératrice ; mais ce mot e» déjà employé dans un sens' 
qui n’est pat tonjonrs le même que oetui'ci ; j’ai donc cm néces- 
saire de me servir «fnn nourean-mnt', et i’et-'nommé cette courbe 
caractiristi^ae. 

Pour les équations aux diflbrencca par t ie ll es d’ordres supérieurs ( 
il peut y avoir plusienrs caractéristiques ; eu général , il y en a aniaut 
qu’il y a de quantités düTérentes dont sont composées les fonctions 
arbitraires. Man je me, -propose de revenir sur cette matière dans nn 
Mémoire dont elle sera l’nniqno objM , lors^e cela sera devenu 
plus focile par l’exposition d’un plut grand nombre de générations de 
turiaces. - - 
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J’ai fait row (lu’ayant, onc «quatipn quelçonqne .aox tUfiëfepcM- 
parlicUc$ du premier ordr^iea^ .T-, OQ la diifrér<ulic,au« 

diflÇércÿces ordiaaires,,.^ce. qui domtp jou résultat dp jcette formu -, . 


I > 


’ ' Arfe +V,ÿ -j- 

]m éqvMions suiVaAte^ *’' • ■ ■ ■ -r-i i; ' • « J" . » t‘ ■ 

' *. ’i -^M' ‘ ‘ Pdf -*Çéi: Kl ü ‘ ■ '• •• 

(r+pz)<i^^lr+^z)dp==o, '■ 

> .f r*'» I ' ‘ •* “f - i • »;■•*. 1 

apparteapifnt toatet deuK à la caraciéristtqiM de-la sur&ce eapriiaéa > 
par la japopaaée. -Or , ai l/« dilTcnentie l'équMÎon de là sufiâce qiu • 
nÇtWr CPNaid^Q*^>*<W trouva -•I-’: ; 1 î 1"« ’i': 

..Hk ■'t' i ■. ' ■ ''>1 ■» ■ . 

±r . \ ,i, rit 

..il,-, y {i + P' + ^’) > >■ 4- 9 (»J — .1 

Z =r s ( I ' (t — 

- ‘ - P = ^ -Fir f qj); ° ; 

)r' ♦ « 1 , ji ''‘s ’ '\ i*‘‘ ' / ^ ' ‘’H - -* > 

x^. H, ?-=T oi 

donc, si l’on sxAslitfae ccS vàlfcufs'dans ïés'ticux équàtions'gcûér'al^s d* " 
ia caractéri^què /'elles iJesîéudront •'• • 

„• ,r*;:U . • .» v.*. •*, ‘ . i »' • •>• • • «• ••••J!- 

^t • ar-F/!>i)ii9 = o. * • 

’ f . ■•. • i"T ■ > , ’ ■' r'-^ ' ' " ■■"■-. ■.>■•' ■*3 

Acmell^ent iài«ons , pour abceger, t ' «- • ->! r v : ’ 

•*. / * '< "* V-, •■•;•**»! 3 i«ip 


«.**#4* f 




^r-r SCR— • . » U. • ..‘lit 


3" + /'" 


^ V'M .'a 


4^. f l*' !l * • Tf ‘ 

i t , / l.' 1- i"* , iii>M-.(iI.' f- / ’»,■•; ■ 

ftCqnidotjiie ; .. ^ :.b, . 

/.n .. ....... .. r.-M • ...... • 

'.;l ,x Th- a ^ '^.'*:** ^ a ' t* t * ' • '^'** 4 I ' * i * *• 

cl întroiluiscriis ces abrev unions dans les é<|uaüons de la caractCnîii^c 
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elles deviennent ‘ r • i ' ~ ■ 

■•I . V . j • • • •• * ^ . 

. + = ”_> , = .. 
Or , cés denx équations sont les difTérenliolIcs des deux précédentes , 
prises en regardant « cl |0 cotnine comstafitcs"; elles ne pcuTcnt donc 
subsister^ eh même terrfs que les précédentes’, à moiirs que les' ditTé- 
reutiellcs de ces deux-ci , prises en regardant s et ^ comme seulrt 
variables , n’aient lien ; ôu aura donc aussi ■ ‘ " ''' ’ 

jrr/« -\-j dli = O , piht qdji = o , 

t % 

équations qui ne donnent d’autre résultat dilTéreutiel que . 

■ * 1 ■ . ' .1 . , T r t- ’ •'tes ■ w • < 4 . '»fc'n 

da = O , d^ = O. 

Donc , dans la surface que nous considérons , pour la même 
caractéristique les’ deux quantités à et 4 sont toutes deux ébiistunlcs ÿ 
et l’ou aura S = <f«. , , ^ 

11 suit de là que l’équation de la caracteristiqatf 
a! itq « (r .In/ <',fJ >. ) » » ju.- ^ a>o- i »n<Ji 

»djc + Hdj + dz = o^^„a é’i {, 

est celle d’un plan dtmt r.iiiiégpsde , à des. al^réviatlons , ne peut 
être autre que ' ‘ ' 

t.sir;i I v.i.-tît tau , W^.'L »d> tf o' j <ivlj*o)-à 

•■J Uf ! J l'V ..wicl»; l ■ ■' -s t' i". -xa ojni 

doné , la caractcnslimic est une courbe plane dont ,Jc plan passe 
. . » ■ .--I ■ I -rj^ n ifitf., . 

toujours par longinc. , ^ . 

. „ . -<■ r •, et J-','" 1' , . fl l 

Si 1 on compare 1 équation du plan de la coractenslique , ,■ , 

■ r.i V : ...-r) ^,1- , P «, iq hb 

jjl’c ; -1 s-b 

■ "I -, I,». ‘ ! . î; , *-.1 Î<'ii 

qni est telle ‘ dtTÎ’éféWent 'dc'ia’’"snrfitce ccnirlté ct»nsitlérée''êort»Vni! 
plan, on voft qu’en Vértii tlle’Fêqüatittn 'f,. ■•j 


avec 


• X." 




CCS deux plans '^nt toiqonrr ■éectangnlàircs ■; donc, U plan de ta 
caractéfistiqlie '-«atr^panout nonnal à la surface courbe. On doit 


•f 
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conclure de ii\ , i‘’. que la surface çourhe est engendrée par une 
courbe plene^^ constante de forme , dont le pion , passant toujours 
par l'oi'iglne, roule par cuiucquent sur une surface conique dont 
l'origine est le sommet ; 3*. que le plan de la caractéristique con- 
tenant toutes les normales à la surface engendrée qui passent par 
les diflerens points de cetia catorba , elle est uneties lignes de courbure 
de la surlkce. 

Cette dernière conclusion peut être fournie immédiatement par 
Tanaljrse ; car , pour une même caractéristique , on a 

= o; 

mats , puisqu’on a an même tems d« ^ o et «fit = o , on aura aussi 

a.dfk — ftda = Oi 

éliminant « et Jl entre ces dem équations , on aura 

-)(- dfidq =. O , 

dans laqnelie , substituant pour « et |1 leurs valeurs obtenues par h 
différentiation , on anra 

^d{jr^qz)szdqd{x-^pz)-, 

équation générale des lignes de e anibsire : dune , une des deux lignes 
de courbure de la sur&ce est toujours plane , et son plan passe 
• toujours par Forigine. 

t ' ' : Jusqu’ici noos n’avons constderé de la caractéristique que l’équation 

du plan qui la contient. Cette équation ne la détermine pas , et U 
faut y joindre celle de la twebéoe eagpodrce snr laquelle elle se trouve , 
pour que cette courbe 'soit i^ierminéc, et encore ne le seroit-ella 
pas d'une manière abstraite , puisqu'on bt aonsidéreroii alors comme 
étant un indwidn de h série' dont ia surface oogendrée est le bm 
géoBtétrique. Mais si l’on posa les trou équations suivantes ; 

{x>+j* + s*^o*} (,-f jp— = {t—px — qyy, 

d» sa pdx qdjr , 


l 
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dont la première esrlotjuaiion delà surface aut di ff iftHè fe patTiellcs; 
dont lu seconde est celle du plan de la caractéristique, et dont la Iroi- 
sirme contient la déSnilion des quantités p el ; et si entre ces trois 
équations on élimine p et ç , l'équation aux diiiérenoes ordinaires 

I ’t 

(ædx -{-j'àj- + zdzy = a' (<ir* + dj-' + dz') , 

qu’on obtiendra , sera celle de la caractéristique considérée d’une 
manière abstraite et indépendamment de la relation qui doit exister 

entre cette courbe et celles qui sont infiniment voisines , pour former ' 

la série qui doit uonslituer, pour ainsi dire , la surface engendrée. 

Si réqiiation aux diflcrences partielles avoit été linéaire en p et q , 
par le niâitie procédé , nous aarions trouvé pour la caractéristique 
deux équations aux diffcfencés ordhiâires , desquelles on auroit pu 
tirer celles de ses projections sur les trois plans des x , , z. 

lorsque l’équation aux différences partielles est élevée , U Caracté- 
ristique n’a qu’une seule équation aux difTérences orditiaiileM , qtii 
s’appartient pas à une surface. Mais , quoique celte équation soit 
unique , elle ne détermine pas moins ta nature de la caractéristique 
di’une manière abstraite , en exprimant dans ce cas-ct par exemple , 
quelle est la courbe dont tous les plana normaux passent à la même 
distance a de l’origine. 

. En effet, soient or ,/, » les coordomiées des points <fime courbe 
quelconque considérée dons Fespace^ et x', /, s, les coordonnées 
du plan normal à la courbe en ce point : on aura l’équation de ce plan 
normal en différendanl l'équation - ■ ' / 

(x — i — coiutnnte , 

.sans faire varier x', j', z', ce qui donne pour ce plan , ' ' . 

(x — x’)dx-^(jr—y)dj+(z — zf)ds=:o, 

ou • 

x'tZx -f- zWz =î Xf/x -|- -J- ztfe. 

Or , on sait que si l’éqtution d'un plan est 

' ^+«y+Cz' = D, 

5i 
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le carré de la dûtance de ce plan à l’origioe est 

T>' 

I ‘ 

De plus , on a , dans le cas présent , 

A = djc , 

t- ■ • T B rn dy , * "J 

. < C = dz , ' ■ ■ ' • 

D = jcdx +j'dj' zdc. 

!'li . ' i ■■ 1 

Donc , le carré de la distance du plan normal à l’origine , sera 

> (xdx- ydy zdz)' , I 

■ ■ ‘ daT‘ iijr‘ ilz'‘ * ’ 

A>nc , l’équation de la courbe pour laquelle cette distance est constante^ 
et == O , est 

(jrr/jc •<\~J'dj' -f- rds)' = a* (dx' djr' + dz') ; 

équation' qui est la inéme que celle que nous avons trouvée pour la 
caractéristique considérée d’une manière abstraite. 

, * 1 
D^,(,'éguationaa^ différences ordinaires de l’ arête de rebroussement 
, ; ' produite par la génération. ■ i • 

, . -1 ! ■ ' ’ 
îious venons de voir que la surface à laquelle appartient l’cquatioat 
aux différences partielles , est engendrée par le mouvement d’une 
courbe plane , dont le- plan roule autour-d'un edne qui a son sommet 
à l’origine^: ainsi, deux caracicristiqucs consécutives sur la même sur- 
face, se coupent en un point; et le lieu de toutes ces intersections pour 
la série des caractéristiques d’une même surface, est une courbe , qui 
est l’arêlc de rebroussement de la surface. Cette courbe , qui est 
touebee pur toutuà les caratuéristiques de la surface, n’a aucun élément 
qui ne se confonde avec un élément d’une des caractéristiques , et 
pour le<iuel le plan normal ne se confonde avec celui 'de la carac- 
téristique qui la touche en ce point. La propriété de cette courbe 
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est donc aussi , qtie tous les plans normaux sont à la distance a de 
l’origine : son équation est dune encore 

(,c<ir -J- + zdz)' = a‘ (dx' -J- <Jy' + 

Si toutes les cnracléristiqucs auxquelles appartient celte équation 
cloicnt sur une môme surface individuelle , l’arétc de rebroussement 
qui les touche toutes , et à laquelle appartient encore la même 
équation aux dilTércnccs ordinaires seroit l’intégrale particulière de 
celte équation, et elle seroit unique; mais toutes les caractéristiques 
qui sont sur une même surface indiridycllc , ne composent qu’une 
série, prise parmi toutes les courbes de ce genre qui existent dans 
l’espace ; U peut y avoir autant de ces séries différentes entre elles , 
qu’il y a de surfaces coniques ayant leurs commets à l’origine , et 
autour desquelles le plan générateur peut rouler ; et chacune de ces 
séries aura son anUe de rebroussement particulière à laquelle appft- 
liendra la même équation. Le nombre des arêtes de rebroussement 
exprimées par cette équation , est donc inflni. Il est même facile de 
voir que dans le cas que nous traitons ( et cela est vrai en général ) , 
la caractéristique pour laquelle l’arête de rebroussement ne sembloit être 
d’abord que le lieu d’une intégrale particulière , n’est elle-même qu’un 
cas particulier de l’arête de rebroussement considérée en général ; 
car elle n’est autre chose que ce que devient celte arête lorsque la 
surface conique se réduit à un plan mené par l’origine. 

L’équation 

(xdx -\-j dj -l” stis)* — a' (tlx' -4- dj' -1- dz') 

(et il en est de même de toutes les équations aux différences ordi- 
naires qui n’appartiennent pas à des surfaces), est donc susceptible 
de deux intégrations différentes. Si l’on se propose seulement d'avoir 
les caractéristiques , les deux équations intégrales seront complétées 
par trois constantes arbitraires indépendantes ; mais si, l’objet est 
d’avoir les arêtes de rebroussement j ces arbitraires ne sont plus des 
constantes ; deux d’entre clics sont fonctions arbitraires de la troisième; 
et CCS deux fonctions sont dérivées l'une de l’autre : l’on voit donc » 
que la première de ces intégrales n’est qu’un cas particulier de la 
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irromie. Mab je reviendrai sur celte matière en général , dans k 
Mémoire que j’ai annonce. 

Intégration de réquation aux dijférences ordinaires 

{xdx -^j'dj' + zdz)' = a’ (<ic’ -f- dy ' -|- ife’) , 

considérée comme appartenant à la caractéristique , prise d’utte 
manière abstraite. 

]Vous savons que la caraclérislique est dans un plan mené par 
Torigine, et dont l’équation peut être exprimée par 

«X + (9^- + Z = o , 

dans laquelle a et j9 sont des constantes pour chaque courbe indi« 
^duelle. Soit fait de plus,, pooii abréger, 

+ S' = «* ; 

il est évident que si , de ces deux équations , on tire les valeurs de 
X , J , dx , dy , pour les substituer dans la proposée , on aura une 
équation aux différences ordinaires entre les deux seules variables tt, z- 
DifRrentiant donc , et tirant les valeurs de dx el dy , on trouve 

dx{lix — ay)= ^udu + {y — lié) dz , 
dy (Jix — ay) = —audu — (x — «z) dz ; 

ce qui , en faisant , pour abréger , 

t +«■ + (»• = A*,. 

donne 

(dx^+dy'-^-di') (üx — ay)'=h'{udz — sdi«)’+d«’ £«•(«’+ /8’) — h'z\. 
On tire aussi des mêmes équations , 

(#x — my)' = U- (•* + j8>) — A»s*. 

Ainsi , on anra 

h' (ntfz — zduy 

U'{a‘-f-D) — A'S* 


dx‘ + + dz‘ zx. du' -j- 


( 34:“> ) 

SolKtituant dans la proposée, elle deviendra 


(«• — <r) i/u’ = 


a’ /»’ fut/z — zrfu)' 


U' («* -f- P) — /r a’ 


(jui , en (aisanl — = v, devient 


</« \/(«’ — fl’ ) 


= flA 


vdv 


équation dans laquelle les variables sont séparcci, ctdontl’intcgrale est 

v/(n>— «•) = fl I arc. cos. — + arc. cos. } + > , 

étant la constante arbitraire introduite par intégration. Ainsi , en 
remettant pour uct e leurs valeurs, les deux équations eu quantités liuiaf 
de la caractéristique considérée d’une manière abstraite , sont 

v/ *’ — tare. cos. — .* -4- orc. cor . ]/ W v r 

équations qui sont complétées par les trois constantes arbitraires a^/9, f. 

La première de ces équations est compliquée , et ne montre pas 
d'une mairièro facile la nature de la courbe. Pour l’étudier , consi- 
dérons-la dans son propre plan. Soit abaissée d’un point quelconque 
de la courbe , une perpendiculaire sur l’intersection de son plan avec 
celui des or, nommons y cette perpendiculaire, et AT la distance 
de son pied à l'origine. Cekt posé , il est Ëicile de voir que l’on aura 

>/(•’+!>') y 

h ^ ' 

on a d’ailleurs évidemment 

a.+j-4-i- = AT> + r*. 

Substituant donc ces valeurs dans l'cquatiou inicgralc , elle dc\ ieadra 
ViX-+y^-a^)=a{arc. cos. +«rc. cor.-^^}+^. . 
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Or , celle équation est celle de la développante d’un cercle dont le 
rayon est o , et dont le centre est à l’origine , et pour laquelle la 
conllanle ^ fixe l’origine du développement : de plus, les chaugenicns 
qu’on pouiToit apporter à la valeur de y, en transportant ailleurs 
l'origine du développement , ne feroient que faire tourner la courbe 
dans son plan et autour de son centre, sans altérer sa forme; donc, 
la caractéristique est la développante d’un cercle dont le rayon est 
= O, et dont le centre est à l'origine; quelle que soit d'ailleurs la 
position de son plan déterminé par les deux arbitraires a et 7 , et 
quelle que soit la position qu’elle prenne dans son plan , en touniaut 
autour du centre ; position qui est déterminée par la troisième ar- 
bitraire y. 


En regardant les trois constantes «, /3, y, comme susceptibles, 
chacune en parlicidier, de toutes les valeurs possibles, on aura toutes 
les courbes qui , prises par séries , auront pour lieu géométrique une 
des surfaces dont nous nous occupons dans ce paragraphe. Pour former 
une de ces séries, il faut établir entre les trois constantes <c, /î , >, 
deux conditions , ce qui les réduira à nne seule d’entre elles ; et le 
résultat de l’élimination de cette dernière entre les deux équations 
intégrales , sera en x , y , z , l’équation de la surface , qui sera le 
lieu de celte série individuelle. 

Si l’on vouloit former celte série de la manière la plus arbitraire , 
il faudroit poser et par l’élimination de <t entre 

les deux équations 


V/x'-hr’-t-x’— 


Vc*'-+-r-+-x*j 


-^arCfCOt. 


Z\/(' 

V'(*'dV’+x’)V^(<**+f 




«X y'^ee -j- Z = O , 


on auroit en x , y , z , l’équation de la surface engendrée par le 
mouvement de la développante du cercle dont le rayon est = a , et 
dont le centre est à l’origine; le plan de la courbe étant d’ailleurs 
mobile d’une manière quelconque autour de l’origine , et la courbe 
clle-incmc, constante de forme, étant mobile d’une manière quel- 
con<{uc dans son plan autour de l'origine. 

^Liis cette surface , dont l’équation comprend les deux fouciions 
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arbitnires 4 et 4> est plus générale que celle dont nous nous ocnipoiis, 
et pour laquelle , des deux relations à établir entre les constantes a , 
fl , y , il n’y en a qu'une seule de disponible, l'autre devant être dé- 
duite de la nature de la question. En effet, nous avons vu que le 
plan de la caractéristique doit être partout normal à la surface : les 
points de cette courbe , considérée comme génératrice, doivent donc 
se mouvoir de manière que leurs directions soient toutes perpendi- 
culaires à son plan : done, la spirale doit être fixée dans son propre 
plan : donc , deux de ces spirales consécutives doivent se couper 
dans chacune de leurs branches ; donc enfin , la forme de la foucliou 
4 n’est pas arbitraire , et doit être déterminée de manière que cette 
condition soit remplie. 

Intégration de la même équation aux différences ordinaires 

(xdx -}- ydjr -|- zda)* = a' (dx' -1- dj ' + d:') 

considérée comme appartenant aux arêtes de rebroussement. 

L’aréte de rebroussement est la courbe touchée par toutes les ca^ 
ractéristiques d’une même série ; cette série doit donc être formée de 
manière que deux caractéristiques consécutives se coupent ; par con- 
séquent la fonction 4 tloit pas être arbitraire ; et il s’agit de 
déterminer sa forme. Or , en conservant les abréviations , les «quations 
de la caractéristique, considérée comme faisant partie d’une série, soitt 

\/(u’ — a') = a iarc, cos. — — H arc. cos. , ■ ; ^ -+• 4* • 

^ l « u v/;«' -h 1 

= = o; 

et le point de contact de cette courbe avec l’arête de rebroussemeut , 
est celui par lequel les x, y, z ne varient pas dans ces deux 
équations quand <z varie : donc, si l'on différeulic ces deux équa- 
tions, en regardant x comme seule variable, ce qui donne 

O '« + ^ 

(“’ + <?■’) b 'J [.-^r (“’ “l~ ’) TT 

ta. 


= O , 
= O, 


( ^48 ) 

oa aura quatre équations, dans lesquelles les or, j', a sont les coor* 
données du point de l’arétc de rebroussement. Donc , si , entre ces 
quatre équations , on élimine x , f , a , l'équation résultante en 
4,4' et <* servira à déterminer la forme de la fonc* 

don 4 > de manière que deux caractérisuques consécutives se coupent i 
mais de la seconde et de la quatrième ou tire 


X (e — «V) — z<p', 

=s-r~z'i 


et par conséquent , 


U' 

^7^ 


1 -4~ V‘ ~K» — . 

(<» — «V)’ ’ 


donc, en substituant cette valeur dans la troisième , on aura 

a(<» — «V) 


(«• -1- (f‘) \/(i <t* -h <f*) 

et par conséquent 


+ 4' = O » 


, f* (e — »^)da . 

ce qui détermine la forme de la fonction 4- Cette voleur, subsdlnée 
dans la première équation , tiendra lieu d’une des quatre i et l'arèie 
de rebroussement sera exprimée par les trois équadons 

v/(ii* — a») = a tare. COS. — — \-arc, cos.^ ~ " - } — a ' 

=o , 

+y<tl =o. 

Donc les deux équadons de l'aréte de rebroussement seront le résultat 
de l’élimination de l’indéterminée « entre les trois équadons précé- 
dentes. 

C’est ce résultat complété par la fonction arbitraire n> «a déri- 
vée <s' , et par une constante absolue A, comprise sous le signe 
d'iniégradon s ; qui est l’intégrale complète de l’équation aux diflerences 
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ordlpalrei ' < 

(a:<ir =s a* (dlr* «fy* + &•) • 

et l’Intégrale qne nous «vions d’abord tronvée enla considérant comme 
appartenant aux caractéristiques , quoiqu’elle fut complétée par les 
trois constantes arbitraires « * ^ 1. v , n’en étoit qu’une solution parti- 
culière. 

Intégration de Féquation aux diffërettces partielles' 

(x* + J* 4. s. _ 0-) (i •+- P* 4 - 9 ’) = (* — /»* — «?■)’■ 

Nous avons vu que la surface à laqudle ' appartient l’équation aux 
dlfTérenccs partielles , est le lieu de la série 'de caractéristiques formée 
de manière que deux de ces courbes oonsécutives se coupent : or , 
nous avons trouvé dans l’article précédent la fornic qne doit avoir la 
fonction 4 pour qne cette condition soit remplie ; les deux équations 
d’une caractéristique considérée dans une quelconque de ces séries , 
seront donc ‘ • 

. V'(w — a’)=:a\arc.coj. ■^•^arc. cor. — a 

«a;+j<»+* = o, 

dans lesquelles la fonction arbitraire e détermine la nature de la série , 
et a , qui est constante pour chaque caractéristique, détermine chacune 
de ces courbes dans la série. Donc l'intégrale de l’équation aux dif- 
férences partielles ( ou Féquation du beu de la série ) doit être le 
résultat de l’élimination de a. entre les deux équations précédentes. 
Cette intégrale , comme on voit , est complétée , et par la fonction 
aabitraire 0 > et par la constante absolue ji , qui est comprise sous le 
signe d’intégration /. 

Propriétés de la surface relatives à la quadrature de son aire , et à la 
euhature de t espace qu’elle termine. 

¥ 

Si 1 un considère une zone de la surfitee comprise entre deux po.ii- 
' tiens consécutives de la génératrice , il est évident que Faire de cette 
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xone sera égale & la somme des clémens de l’are générateur, mol» 
tlpllés chacun par l'espace parcouru ; et parce que la direction 
du mouvement de chaque point est perpendiculaire aux demi plans 
consécutifs , cette aire sera égale an moment de l’arc générateur par 
rapport au plan suivant , ou au produit de cet arc par l’espace que 
parcourt son centre de gravité. La même chose devant avoir lieu pour 
toutes les eones consécutives , il s’ensuit que l’espace parcouru par un 
arc quelconque de la génératrice , et compris entre deux positions 
queIconr[ues du plan générateur , est égal au produit de cet arc mul- 
tiplie par l'arc qu’aura parcourd son centre de gravité. 

Il est facile de voir qu’il en est de même par rapport à la cubature de 
l’espace qu’aura parcouru un segraent quelconque de^la, génératrice. , 

Cette surface , ainsi que toutes ceUes de. révolution ne jouissent 
de celle propriété que parce queUcs sont des cas particuliers, de la 
surface plus générale .eugendréc , par le mouvement d’une courbe 
plane quelconque , dont le plan roule autour d'une surface déve- 
loppable quelconque ; surface dont nous uous occuperons dans un 
autre paragraphe. 



§. XXIV. 


De la surface courbe dont toutes les normales sont tangentes à 
une rnéme surface conique ,ù base .arbitraire. 

j . . » . 1 , t . ) 

Génération de la surface. , ^ . 

Concevons la surface conique , à base arbitraire , qui doit être 
touchée par toutes les normales de la surface proposée , et un plan 
quelcompie langent à celle surface conique , cl qui la touchera , par 
conséquent , dans une droite menée par le sommet : cela posé , si 
l’on considi're la série des normales à la proposée qui louchent la 
surface conique dans les dÜTcrcns points de celte droite , il est évident 
que toutes ces normales seront dans le plan tangent au cône ; d’où 
il suit, 1°. que ce plan sera normal à la sor&ce proposée dans tous 
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les points de son intcrseeiion avec elle ; a*, que cette intersection 
elle-même sera une des lignes de courbure de la surface , puisque 
les normales à la surface , pour les diflerens poiuts de cette courlie , 
se coupent conséentiveraent. Donc , si l’on conçoit que ce plan normal 
à la surface proposée , tourne inGniraent peu autour de sa droite 
de contact avec le cône, considérée comnie axe (mouvetnent pendant 
lequel il ne cessera pas d’être tangent au cône) , et qu’il entraîne avec 
lui la courbe suivant laquelle il coupoii d’abord la surGice ; comme 
tous les points de la courbe se mouvront perpendiculairement au 
plan , il est clair que cette courbe ne sortira pas de la surface , et 
que dans la seconde position elle sera encore l’intersection de la 
même surface avec le plan qui la contient alors. Donc , la zone com- 
prise entre les deux plans consécutif; , peut-être regardée comme 
engeudrcc par le mouvement d’une courbe plane et constante de forme 
autour d’un des côtés de la surface conique considérée comme axe. 

Mais ce qu’on vient de dire pour une des zones , peut être dit 
conséculivcincnt pour toutes les autres , eu observant qu’à mesure 
que le plan mobile change de position sans cesser d’être langent à 
la surface conique , sa rotation , dans chaque instant , .se fait autour 
de la droite de sou contact actuel avec L'i surfât^* conique. 

Donc , la surface proposée peut être regardée comme engendrée par 
le mouvement d'une courbe quelconque plane et constante de forme , 
dopt le plan roule autour d’une surface conique à base quelconque. 

Dans cette génération , la route de chaque point de la génératrice 
est coiislamiucnt normale au plan niubilc , et par conséquent per- 
pcudiciünirc à la génératrice , quelle que soit la position de cette 
dernière. Or , nous avons vu que la génératrice est la ligne d'une 
des courbures de la surface engendrée ; donc , les courbes parcourues 
par tous les points de la génératrice, sont les lignes de l’autre courbure. 
Mais pendant tout le mouvement du plan , chaque point de la gé- 
nératrice ne change pas de distance au sommet du cône ; la courbe 
qu’il décrit est donc sur la surface d’une sphère dont le centre est 
k ce sommet ; donc , la surface que nous considérons est telle , que 
toutes les lignes d’une de ses courbures sont dans des plans tangens 
à la surface conique ,. et que toutes celles de l’autre sont sur dçs 
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snrfnccs de spliîres concentriques , es dont îe centre commun est an. 
soniiiiet du cône. * 

La ginéralricc n'ayant aucun mouvement dans son pian , lorsque 
ce plan tonrne autour d’un des côt& du cône pour passer à la po- 
sition infiniment voisine , le point dans lequel la génératrice coupe 
le côte du cône ou touche sa surface , n’a aucun mouvement , et sé 
trouve encore sur cette courbe quand elle est parvenue dans la 
position suivante ; deux génératrices consécutives se coupent donc en 
un point de la surface du cône , et le lieu de tous ces points d’inter- 
sections consécutives , qui est une coui-be tracée sur la surface du 
cône , est une arête de rebroussement de la surface engendrée , dont 
toutes les nappes viennent rencontrer la surface convexe du cUn» 
dans l'arête de rebroussement, et se réfléchissent ensuite, saas qu'aucune 
d’elles entre dans l’espace vers lequel la surface du cène présente sa 
concavité. 

La .surface conique est évidemment le lieu des centres de la courbure 
dont les lignes sont sphériques. L’arête de rebroussement se trouvant en 
même tems et sur la surface conique et sur la surface engendrée , il' 
s'ensuit que , pour tous les points de cette courbe , un des deux 
rayons de courbui% de la surface est nnl -, et ce rayon est celui de 
la courbure dont les lignes sont sphériques. 

La génération que nous venons de trouver est peut-être la plu» 
facile à concevoir > néanmoins son expression analytique ne conduit 
pas directement à un résultat aussi simple que celle de la génération 
suivante , que nous emploierons. 

Concevons que dans le plan mobile , et par le sommet du cône qui 
est toujours dans ce plan , on mène une droite qui ne change pas de 
position par rapportàla génératrice, et à laquelle cette courbe, pendant 
tout son mouvement , puisse être rapportée comme à une directrice 
mobile ; il est évident que , dans tontes les positions du plan générateur,, 
les distances d’un meme point de la génératrice à la directrice et au 
sommet du cône ne changeront pas. La directrice, par sônmouvcniest, 
engendrera uuc autre surface conique, qui aura même sommet que 
la première , et à laquelle le plan mobile sera constamment normal. 
Cette sccoade sorilicc conique dépendra de la première , qui en esc 
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«ne développée ; en sorte que si l'équation de la première étoit <lc- 
terroinée , celle de la seconde en serait dérivée par intégration. Mais 
si la première surface conique est considérée comme arbitraire , la 
seconde , qui est par conséquent aussi arbitraire , peut à son tour être 
considérée comme indépendante , et comme la seule qui serve à la 
génération. Donc la surface proposée peut aussi être regardée comme 
engendrée par le mouvement d’une courbe plane quelconque , dont 
la directrice parcourt la surface d’un cône à base quelconque , et 
dont le plan est constamment normal à la surface conique , la courbe 
n’ayant d'ailleurs aucun mouvement dans son plan. 

11 suit de là que la surface dont il s’agit est celle d'une moulure 
quelconque poussée sur une surface conique à base quelconque , et 
dont le profil arbitraire, mais constant, est toujours dans un plan 
normal à la surface conique , et à la même distauce du sommet. 

Equation de la surface en quantités finies. 

Eu employant la seconde génération , nous avons vu que pour tons 
les points d’une même ligne de la seconde courbure , c’est-à-dire , de 
la courbe engendrée par un même point de la génératrica , la distance 
à la surface conique et la distance au sommet du cône , sont toutes 
deux constantes ; et il est évident qu’en passant d’une des lignes de 
cette courbure à une autre de la même espèce , ces deux distances 
varient. Ces deux grandeurs qui , pour les difTéreos points de la 
surface engendrée , sont constantes ensemble et variables ensemble, 
sont donc fonctions l’une de l’autre. 

Or , en supposant que le sommet du cône soit à l’origine , et 
représentant par sc , jr , z , les coordonnées du point do la surfiice- 
engendrée , et par x', jd, z' , celles du pied de la perpendiculaire 
abaissée de ce point sur l.n surface conique , le carré de la distance 
du point au sommet du cône sera x* ■+’y'' + z’, et celui de sa dis- 
■ lance à la surface conique sera (x — x')* -j- (y'— y — *'Yi 

aura donc pour équation de la surface 

(x — x')*-l-(y' — y')*H-(z — s')> = 4* (x* +y-* H- , 
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dans laquelle la fonction 4 arbitraire , et où il ne s'agit plus que 
de trouver les valeurs de x', y et 

On sait que l'équation générale de la surface conique dont le 


sommet est à l’origine , 






la fonction o étant 


arbitraire , ou qu’en représentant par « la quantité qui est sons la 
fonction , elle est le résultat de l’élimination de • entre les deux 
équations . , 


a: = z« , 


Le pied de la perpendiculaire étant sur la surface conique , on aura 
donc entre ses trois coordonnées les deux équations suivantes : 

jc' =: a'« , j ' — z'o j 

et le carré de la perpendiculaire deviendra 


(x — z'»y — ï'o)* + (* — ï' )* • 


Mais cette perpendiculaire étant un minimum , sa grandeur ne doit 
point varier , soit qu’on fasse varier s' seule , soit qu'on fasse varier 
« seule : donc ses difÜérentielles , prises en regardant successivement 
a' et « comme seules variables , doivent être nulles ; ce qui donne 
les deux équations 

(x — z'm) « 4- (j — zV)<» -Hs — s' = O , 

(x — z'<t) + C J — a'o) <f' =0. 

On aura donc , entre les trois coordonnées ar'.j', s', quatre équations. 
Tirant des trois premières les valeurs de ces coordonnées , et faisant, 
pour abréger 

+ ® =Af, 

1 4- «• 4-«»' = A’ . 

OD aura 

x'A* = Jtf» , y h = , z'A’ = M ; 


substituant ces valeurs dans l'équation de la surface , et développant , 


on aura 
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a:’ -4" + ï* — 


M' 

h' 


= 4’ Çx' +j' + ï*) ; 


et parce que la fonction 4 > qui est arbitraire , absorbe la quantité 
X* +/* 4“ Z' , qui est dans le premier membre , celle équaiion 
deviendra 

M=h-\. (x« ■+y 4- i«) 5 
ou ' • 

<tx 4-^41 4- s = v'(t 4- «■ 4- ♦’) 4 (-î^’ 4- J’ 4- Z')- 

Mais des quatre équations que nous avions entre les trois coordonnées 
z', nous n’en avons encore employé que trois. Si donc on 
substitue» pour s' sa valeur dans la quatrième , on aura 


x4-y'« = 


Af(a4-44i') 
I ■+■ «■ 4- <f* 


on, à cause de l’équation précédente 


X 4-^ V = 


(« 4~ <t 4 ' ) 4 4- T * 4- Z') 


équation qui doit aussi avoir lien , et qui servira à éliminer a de l’équa- 
tion de la surface. 

Donc l'équation de la surface engendrée est le résolut de l’élimination 
de a. entre les suivantes 


«X -t- J e 4- Z = 4 - a* 4 - <f*)4 (x’ 4*^’ 4“ ■=’), 

X 4 - va = («■4-»y)4 Cx’- 4 - 

^ \/{l -t- et* -l- 

De ces deux équations , il est facile de voir que la seconde est la 
diflcrenliellc de la première prise en ne faisant varier que a ; ainsi , 
en représentant la première par iV = o , l'équation de la surface est 
le résultat de 1 élimination de a entre les deux suivantes 

N =0 

m- . 
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n suit de là que la surface engendrée peut étre'considéréc comme 
l'enveloppe de l’espace parcouru par la surface dont l’équation seroit 
la première des deux précédentes , et qui se mouvroit en vertu de la 
variation du paramètre a. Mais en regardant « et e « comme deux 
constantes indépendantes , ce qui arrête le mouvement de la iorface 
mobile , la première de ces équations 1V= o , ou 

«x-t- -H * =t/(i -I 

est celle d'une surface de révolution , dont l’axe , déterminé d’ailleurs 
de position par les deux constantes a. et e « , passe par l’origine , et 
dont la distance à l’origine est indépendante de la quantité a. De plus, 
si , comme nous le supposons ici , les quantités^ et e « sont der^ariables 
dépendantes l’une de l'autre -, loi-sque la quantité a varie , l’axe dont 
les équations sontx= #s z^et , parcourt une surface conique 

quelconque , dont lo sommet est à l’origine : donc la surface peut être 
engendrée d’une troisième manière , ainsi qu’il auit : 

Si une sur&ce quelconque de ré-volution se meut de manière, i°. que 
son axe , passant toujours par l’origitie , pereourre une surface conique 
quelconque ; a*, qu’un même point de la surface mobile ne change pas 
do distance au sommet du cône , l’enveloppe de l’espace qu’elle par- 
courra , sera la surface que nous considérons. 

Cette troisième génération , qu’on auroit pu démontrer à priori , 
fournil une vérification des équations que nous avons trouvées. 

Éijualions des deux lignes de courbure en quantités finies. 

Si , dans les deux équations iV = o , ^ z= o , on regarde la 

quantité « comme une constante arbitraire qui doive subsister , ces 
deux équations sont celles de la génératrice considérée dans la position 
déterminée par Ja valeur de a , qui est constante pour elle j par con- 
’ séquent elles sont celles de ligne plane de courbure , et U est facile 
de voir (ju’elle appartient à une courbe plane , puisque par l’élimination 
de la fonction 4 , ou obtient réqualioii d’un pian. 

INlais si la quantité a est regardée comme uue variable indéterminée 


f 3 

>qui doive disparottre par rélimlnation , les deux équations N= o , 

(^) = O , se réduisent à une seule , qui est celle de lit, surface 

engendrée ; et parce que la ligne de la seconde courbure est sur la 
surface d’une splicre dont le centre est i l’origine , et dont le rayon 
variable eu général est constant pour clmque ligne individuelle , il 
s'ensuit que des équations de la ligne sphérique de courbure , la 
première sera * 

a;, -I- J. = J,* , 

et la seconde sera le résolut de l’élimination de rindéterminée a entra 
les deux équations 

If = 0 , 

■dans lesquelles y est la constante arbitraire qui détermine la ligne de 
■courbure individuelle. 

Equations de t arête de rebroussement en quantités finies. 

Kous venons de voir que les équations de la génératrice sont iV=o, 

diuta lesquelles a est la constante qui détermiife la 

position de cette courbe. Donc si l’on différentie ces équations en 
regard.mt a comme seule variable , lessc,j-,z, qui se trouveront dans 
les diU'éi'cnlicIlcs , apparlieudront au point d’intersection de deux 
génératrices consécutives , et par consé<[ueot au point de l’aréte de 
rebroussement; mais par la didërcnliatiou on n’obtient qu’une équation 

nouvcll»; savoir, d l«s trois coordonnées 

X, J, Z , du point de l’aréle de rebroussement , on aura les trois 
équations 

M =o. 
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an moyen (VsqueUcs ces trois coordonnées pourront être dêierinînêéï 
d’apr» ' MIC aleur de la ci nsianle arbilr.iire «. Donc les cfiuaiioiis de 
la courbe qui est le lieu de tous les points semblablement dcicrminés , 
c’est-à-dire , les éqiiulioiis de l’arête de rebronssement , sont le résultat 
de l’climinaiion de > entre les trois équations précédentes. 

Des deux équations de la surface aux dijférences partielles du 
premier ordre. 

• 

Si , par un point quelconque de la surface courbe , oq conçoit uix 
plan tangent , la distance de l’origine à ce plan , et celle de la même 
origine au point de contact , seront toutes deux variables eu général 
Mais si le point de la surface se ment sans sorlir de la même ligne 
sphérique de courbure, et entraîne avec lui le plan qui ne cesse pas> 
d'étre tangent , il est évident que ces deux disianccs .seront constantes r 
donc , pour la surface que nous considérons , ces deux grandeurs sont 
cor.s antes cnsemblq^et variables ensemble , et par conséquent fonctions 
l’une de l’autre ; la nature de la fonction étant d'ailleurs déterminée 
par celle de la génératrice. 

Or le carré do la distance de l’origine au point de la surface courbe ,. 
est ar*+y’+s*j de plus, en représentant par xé , y , d , les" 
coordonnées du plan tangent , l’équation de ce plan est 

S 

d — px'—qj< = i—px~qjf 
et l’on sait que si l'équation d'un plan est 
Ax-\-Bj-\-CzzxDy 

la grandeur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur ce plan,, «stt 

' , D . 

\/ {A‘ + /f’ C’) 

dans le cas présent on a' 

A — — P i 
B = — q , 

C= J, 

Z>= %-^px — qyf 
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par conscqueBi la dbtance de l'origine au plan tangent est 


Z — px' tj Y 
v/(i -Y- P' q') 

Donc , en exprimant que cette quantité est une fonction arbitraire de 
la première, une des équations aux diQürcnces partielles du premier 
ordre sera 


a — px — = v/(i + P' 4- 7’) *’) ’ 


dans laquelle la fonction n’csi pas de même forme que la fonction 4 
qui entre daus l'équation intégrale, quoique l'une soit une dérivée 
de l'autre. 

Passons actuellement à l’autre équation aux différences partielles 
du premier ordre. 

Pour tous les points d’une même génératrice , le plan mené par 
l'origine et la normale est invariable , puisque ce plan est celui de la 
courbe elle-même, que Ton regarde en cet instant comme fixe. Or, 
l’équation du plan mené par l’origine et la normale , est eu x ' , y, z' , 


— ( 7 + 70 "i-y -t-p*) •+■ 




donc , pour tous les points d’une même génératrice , les deux quantités 
r-i-gz x + pz 

^ et — conservent les mêmes valeurs: et elles en 

9^—py 9^—py 

changent dans le passage d’une génératrice à une autre. Ces deux 
quantités , qui sont constantes ensemble et variables ensemble pour 
les dilfcrens points de la surface, sont donc funciiuiis l’une de l’autre ; 
donc la seconde équation de la surface eiigcudiéc aux diilcrences 
partielles du premier ordre est 


, = O 5_7±j7i_> 

. 1 n^—pj f 

dans laquelle la fonction « n'est pas de même forme que celle qui est 
exprimée par ^ dans l'intégrale finie , quoiqu’elle en suit dérivée. ^ 
Celte seconde équation aux dilTércnccs partielles du premier ordre. 




r 
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peut être trouvée par une autre considération qui la produit sous une' 
forme diflërenle et qu’il est bon de connoitre. 

11 suit de tout ce qui prcci'de , que la surface des centres d’une des 
courbures de la surface courbe que nous considérons , cse celle d'un- 
eùne à base quelconque , dont le sommet est à l'origine. Or, si l’un' 
représenté par jl*, y, z' les coordonnées du centre de cette courbure , 
en tant que ce centre se trouve sur la normale , on aura d’abord- 
entre les quantités z', les deux équations de la normale 


x' -h pz' :=z X -i- pz 
y + qz' = 7 • + qz. 

De plus , si ^équation de la surface conique est ^ ' 

ou , ce qui revient au même , si elle est le résultat de l’élimination' 
de» entre les deux équations x — z»,j = z^»f on aura encore' 
entre les mêmes coordonnées , les deux équations 


x’ zzs z'a , y — ï'o«- 

Enfin le point de- la surface doit être sur le plan qui touche la 
surface conique dans le centre de courbure , et l’équation de ce plan* 
est 

— • X*' +7 -+- (4 — m<t') — 0-, 

donc, si des quatre premières on élimine les trois quantités x-', y, s',. 
U restera en x ,jr , Zf les deux suivantes 

(x + pz)4 — (y-i-qz)a + qx — pjr=o, 

— xy -+- z (o — *V) = O t 

ou bien , éliminant ^ de la seconde , au moyen de la première,. 

(x -H pz) <f — (j' -h^qz) a+qx — pj =zo, 

{x -i- pz) y — {j- + qz).' =OJ. 

et la seconde équation aux difTércuces du premier ordre , sera le’ 
résultat de réliminallou de s entre les deux équations prccéJenlcS ,. 
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Uans lesquelles la fonction arbîlraire diflêre de celles que nous avons 
ci-devant représentées par <; et ♦. 

La seconde de ces^cquatiuns étant la diffcrrntielle de la première , 
prise en regardant « comme seule variable , la surface peut doue être 
regardée coinme l'enveloppe de l’espace parcouru par la surface à 
là<iucllc appartient la première de ces ccpiutions , et qui cliange de 
forme et de poskion eu vertu du paramètre a. Celte surface mobile 
est la surface développable engendrée par la tangente de la généra- 
trice; elle est circonscrite à une splière dont le centre est à l'ori'unc, 
et dont le rayon constant pour la snrlàce engcMlrée jxtr ta même 
tangente , change pour celle qui est engendrée par une autre ) et 
deux de ces surfaces consécutives se coupent dans une des lignes 
sphériques de courbure de la surface principale. Mais en voilà assez 
sur cet objet , que nous terminerons par l’observation suivante. 

Des deux équations que nous venons de trouver, en dernier lieu, 
b’une est destinée à éliminer a de l’autre : or , il est clair que si celte 
élimination étoil exécutée , ce qui ne peut se faire tant que la forme 
de la fonction 4 n’est pas déterminée , il ne resteroit dans la ré- 
sultante , d’autres quantités que — ^ . et • Jqjj- 

9-^ — pj ' 

ces deux quantités sont fonctions arbitraires Fune de Fautre ; ce qui 
coïncide avec l’équalion unique que nous av ions d’abord trouvée. 

Equations de la surface aux difféitmes partielles du second ordre. 

i 

De niOme qu’une équation aux difléreneCs partielles du premier 
ordre u’esl que l’cxpicssion de la propriété du plan tangent ou de 
la normale de la surface à laquelle elle appartient, de même une 
équation aux diflcrences partielles du second ordre n’est que l’ex- 
pression de la propriété des rayons ou des lignes de courbure. Or , 
dans la surface que nous traitons , nous ' counoissoiis les propriétés 
de scs deux lignes de. courbure; donc, nous pourrons obtenir son 
équation aux din'ércnccs secondes , de deux manières diil'crentcs ; cl 
d abord , en considérant sa ligue sphérique de courbure. 

L’équation générale des lignes de courbure , est 

‘(r’K' -l-r) J— (i — dx'Ki +p')s—p,;i-]=o. 
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Pour la ligne splicriqne de courbure, on a 


xiljc -4- jilj- -t- zdz —O , 
ou 

(x -t- ^s) elx -4- -4- çz) djr = O. 

Ces deux équations appartenant à k même courbe , la propriété de la 
surface est doue que les valeurs de quelles donnent, soient 

égales entre elles. Donc, l’équation aux différences secondes est le 
résultat de l'élimination de entre ces deux équations. 

Si l’on fait pour abréger , 


qx — pj 


X -S- »ï 

— = I» , 

qx — pY ^ 


çc qui donne les deux équatloi^ 


«x-4- + ï == O , apri-ltq — 1=0, 
le résultat de l’élimination de , et par conséquent l’éqpation atut 
différences secondes sera 

[«r + /»f] (jB -4- 9) = (« -4-/») [«r + |l/]. 

8i nous employons la considération de la ligne plane de courbure , 
nous savons que cette courbe est dans le plan mené par la normale 
et l’origine , plan dont l’équation en x', y' , z' est 


— x' ^i) -4-y {x + pt)+z' {qx — pj)z=zo , 
et dont l’équation différentielle est 

— djd (t" - 4- qs) + (.r-4-pï) dz' (qx — pf) =s o. 

Mais si sur ce plan on ne considère que la ligne de courbure , les 
coordonnées x\ t' deviennent respectivement égales aux x, y, s 
de la surface ; on aura donc pour toute ligne de courbure plane 

— dx{jr + qz) -J- (x -4- p^) -4- dz {qx — />/) = o ; ^ 
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ou , mettant pour dt sa Taleur pdx + <jdjr , et employant les mêmes 
abréviations que cv-dessus , 


(» + p) djc q) (Ij- = O i 


donc , en substituant pour cette valeur dans l’cquation générale 


des lignes de courbure , on aura l’équation de la surface , qui se 
trouve , comme précédemment , 


(ar+/is) (fi-t-q)sz (<* +p) (mi -h fit).- 


, Actuellement nous allons traiter cette équation aux différences 
secondes comme si elle étoit le résultat des rcchérclies d’autre nature , 
nous allons trouver ses intégrales des différeus ordres , et nous en 
déduirons , par la seule analyse , les principales propriétés de 1« 
surface à laquelle elle appartient. 


Des caractéristiquéS de la surface à laqüelïe appùrtierU Inéquation 
aux différences secondes.- 

J’ai fait voir que si la différentielle d’une équation aux différencéé 
|>artielles du second ordre , prisé en ne faisant varier que les seules 
quantités r, s, t, est , 

Rdr -4- Sds’-i- Tdt == o } 

' I . .1 

l’équation générale de ses caractérisnques est 

Itdjr' — Sdxdjr *4" îldx* — O) 
or , dans le cas présent , on * 

^ = « (^ + 9) * 

-hp) > 

donc , réqnailon des caractéristiques sera 


•(l>-*-q)djr* — [^(^^q)—ii(»+pJldxdj'—/^(»+p)Jx'=sa, 
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qui , pouvant être mise sous ceue forme : 

(»fir — [(^ q) -t- (« -t- p) djc] = 0 ; 

est composée de deux facteurs , et donne les deux équations , 

u.üy -4- fidx — O , ' 

(m-hp)dx = o; 

donc , la surface a deux caractéristiques indépendantes , et les quan- 
tités dont seront composées les deux fonctions arbitraires qui cons- 
pléteront son intéf^nle fiuie , seront différentes entre elles. 
L'équation de la première caractéristique est 


ady — lidx=z O, 

ou , remettant pour <e et je leurs valeurs , 

(y: -^pz)dx-^ {y -^rqi)dy = o, 

eu enfin 

xdx -*rydy -H zds = •> , 

dont l’intégrale, ‘ , 

X' -+-y' -t- ï* = >' , 

appartient à la surface d’une sphère dont le centre est à forigine , et 
dont le rayon y , constant posir chaque courbe individuelle , est 
variable de l’iine à l’autre. Donc , la première caractéristique est 
l’intcnsectlon de la surface par celle d'une sphère dont le centre est 
à Forigine , et dont le rayon y est arbitraire. 

U suit de là que cette caractéristique ne peut pas produire d’aréte 
de rebroussement sur la surlace; car cfcaque courbe individuelle étant 
comeiiiic .sur la surface d'une sphère particulière, et les sur&ccs de 
splières cuucciilriques n’iiyaiit aucun point commun , deux caractéris- 
tiques individu! Iles conséctwivcs ne peuvent pas sc couper, et, par 
leur intersection , donner lieu à une aréte.~ 

Reprenons l’équaliou de la prejnièro caractéristique , 

»dy — jldx = ü , _ , 


Bjqifized'h'-Cpc 
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les abréviations donnent , comme nous l’avons va , 

ap + Hq = I. 

Si de cesdenx équations on tire les valeurs de « et ^ , on trouve 
tidz-=dx, fidz =idjr i 

«es valeurs substituées dans l’équation aux diflcrences secondes, donnent 

{rdæ >+- sdj) (dy -f- qdz) = (dx + pdz) (sdx + Cd ^) , 
on V 

dp (djr *+• qdz) = (dx -4- pdz) dq ; 

équation générale des lignes de courbures- 

Donc , la première caractéristique de la surface est la ligne d'une 
de ses courbures. Ainsi la surface est telle que les lignes d’une de 
scs courbures sont les intersections de la surface par une série de 
sphères concentriques , et dont le centre commun est à l’origine. 

Passons actnellemenl à la seconde caractéristique , dont nous avons 
vu que l’équation est 

(a + p) dx -i- (li •+■ q) dyzzzQ, 

ou 

9 idx -^-^dy+ dz = o. ^ 

Cette équation seroit celle d’un plan , si les deux quantités > , (i étoient 
constantes. Or , pour tous les points de cette meme caractéristique , 
ces deux quantités sont en cITct constantes -, car si l’on dilTérentie les 
deux équations 

«2T.4- s = o , »p + fiq— 1 = 0, 
que foomissent les abréviations , on aura 

xda. •^-ydH >+- adx ^dy dz = o , 

pd» qdfk aidp fidq =o, 

qui , pour la seconde caractéristique , dans laquelle on a 
/uix -t“ fidy -j-dz = 0 , deviennent 

zzd»-hydti = o, pd»-^ qdH + »dp -i- Hdq = o i 
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tirant de ces deux équations les valeurs de t/« et dfi , on a 

cl <t (cjjc — pr) = y (a dp ^ dq) 

dfi {qx — py) = — X {a.dp ■+. Hdq)-, 

donc les dinëreniiclles d» , dfi seront toutes deux milles, et les quan- 
tités a et /3 seront toutes deux constantes , lorsque l’on aura 

adp -t- lidq = O. 

Or , pour tous les points de lu seconde caractéristique , celle dernière 
équalion a lieu ; car l'équation de celte courbe est 

a.dx -f- dy dz = o , 

et à cause des abréviations , on a 

«X -f- /îj H- J = O , 

ce qui donne pour a et (3 , les deux valeurs suivantes 

« Ær — xdj ) = j-dz — zdj 
/t (j dx — aerfr) = -^dz — zdx , 

qui , substituées dans l’équation aux dilTcrcnces partielles du second 
ordre , donnent 

— dp (y-i- qz) = dq (x + pz) z= O , 
ou 

, adp -h fidq = o; 

donc pour toute l'étendue de la môme seconde caractéristique , les 
quantités a et fi sont toutes deux constantes ; donc l’équation de cette 
^ _ courbe 

<tdx ficly -i- dz = O, 

1 est celle d’un plan. Ainsi la seconde caraclcrlsliquc est une courbe 

plane. 

• L’intégrale de cette équalion est en général 

, ^ «X •+■ |0_|- -f- s = constante ; 


"DTt;i**irea-Uy-4st)0,^ 1 


mais les abréviations donnent 


3G^ ) 


«x-4- /J/4-* = Oj 

donc la constante introduite par intégration est nulle , et le plan de 
la courbe passe par l’origine. 

Ainsi la seconde caractéristique est une courba plane , dont le plan 
passe toujours par l’origine. 

Reprenons l’équation de la seconde caractéristique 

«(/x — dz = O , 

les abrétialions donnent 

«/»-+- (87 -H I =0; 

CCS deux équations donnent pour a et |B , les valeurs Suivantes 

* —pdj) = —dj —qdz, 
li (<JiLc — pdj ) ~ djn -t- pdz , 

qui , substituées dans l’éqnation aux dilTércnccs partielles du second 
ordre , donnent 

dp (t[y + qdz) = (<ir ■+■ pdz) dq , 

équation générale des ligues de courbure , dont la seconde carac- 
téristitpie est la ligne de l’autre courbure de la surface , qui est par 
conséquent plane , et dont le plan passe constamment par l’origine. 

Eu résumant cet article , on voit que la surface à laquelle appartient 
l’équation aux diflércuces secondes 

(«r •+• /î j) -t- 7) = (<*•+-/') {o-s ■+• I» t) , 

« deux 'caractéristiques dill'crcntes ; que ces caractéristiques ne sont 
autre chose que les lignes de ses deux courbures j et que de ces 
deux lignes , l’une est une courbe plane dont le plan passe par l’origine , 
et l’autre est sur la surface d'une sphère dont le centre est à l’origine. 
De cela seul il scroil facile de déduire les générations que nous avons 
exposées précédemment. 
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Des deux intégrales premières de F équation aux différences partielle* 
^ du second ordre. 

Chacune des caractcrisiiques devant fournir une intégration) nou» 
allons d’abord employer la première , dont l'équation est 

ndj — (idx = O, 

ou 

xdx -^ydy tdz = o ,■ 
ou enfin , en intégrant 

X* - 1 - y • + ** = J.'. 

Si ^ dans la proposée 

[«rH- (|8 7) = (« +p) [«J 4 - /»/] , 

on substitue pour r et r , leurs valeurs tirées de dp = rdx + sdy ^ 
djr ~ sdj + tdjr , en vertu de l’équation de la caractéristique j cU» 
devient 

dp (^+q) = p) dq ; 

Biais CB faisant , pour abréger 

i -t- -t- 7’ = A* , 

Z —px — qj — V', 

Si l’on substitue , pour a et |S , leurs valeurs dans la dernière équation ,1 
elle devient 

d/j [A»x py ] + dq [k'y + qv ] = 0 , 
ou 

*• [xfl^ 4- y [pdp 4- qdq] = o 

ou enfin 

k'dy -h vkdk = 0 , 

dont l’intégrale est ^ / étant la constante arbitraire.- La 

caractéristique sphérique a donc les équations intégrales 

ajt 4 -y> 4- a* = y* , 
t — p^ — qjr _ 
i\é(i 4-p‘4-9‘) ’ 
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dans lesnnellet les qnsnütés >. J', qni sont généralement varii^les . 
sont néanmoins toutes deux constantes pour toute 1 étendue dune 
même caractéristique individueUe : donc ces deux quantités sont fonc- 
tions arbitraires lune de l’autre > donc une des lutegrales premières 
de la proposée est 

i^px — qy= %/(! 


qtti coïncide avec celle que nous avons trouvée par les considérations 
géométriques. 

Pour trouver l’antre intégrale première , il kul employer la seconde 
earactéristique , dont l’équation est 


** adx -h + dz = O , 

Nous avons tu que les quantités « et ^ , qui sont généralement 
tariables , sont toutes deux constantes pour tons les points de cette 
courbe ; ces deux quantités sont donc fonctions l’une de l’anü e , a» 
l’on aura , pour la seconde des deux intégrales premières ^ 


H = 

Ou 

.Xr -t- p: — — <7" 

i. = * — i 

qju — py — P^y 

qni coïncide avec une de celles que nous avons trouvées directement. 

Si l’on introduit |8 = , dans les équatiotts produites par le» 

id>rcviations , elles deviendront ^ 


«X s = (ï, 

d.p — 1 = Oy 

qui auront lieu en même teins pour là caractéristique plane , et daiié 
lesquelles a. est la constante qui détermine la position de la courbe 
individucUe : donc le résultat de l’élimination de « entre ces deux 
équations , appartiendra encore à la surface , et sera la meme inté- 
grale que la précédente , présentée sous une autre forme. Cette 
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intégrale exprime que si l’on pose la première des deux équations 
* ot+i=:o , c’est-à-dirc , que, si l’on coupe la surface par 
un plan tangent à la surface d’un cône à base quelconque dont le 
sommet est à l'origine , on doit aussi avoir la seconde équation 
— I = oj c’est-à-dire que ce plan sera partout perpen- 
diculaire à la surface. D'où il est facile de conclure que la surface 
est engendrée par une courbe plane quelconque et constaute déformé, 
dont le plan roule autour d'un cône à base quelconque , dont le 
sommet est à l'origine. 

Inlégralion de l'intégrale première 

Z — px — qy= +/>•-+- <7*) ■+• “’)• 

On sait que si la diflcrentiellc de la proposée prise en regardant pettf 
comme seules variables est Pdp Qdq = o , l'équation de la ca- 
ractéristique est Ptlj' — Qdx = o. Or , en faisant , pour abréger , 
i P' q' zx k' , on a , dans le cas présent 

L'équation de la caractérbtiqnc est donc 

[Ax 4- /» '»'] dj — [kj -k- q V\ dx =. o -, 
ou , chassant 4' au moyeu de la proposée 

— (/-** 9-) dx + {x-^ pz) dj-^{qx— py) dz = o. 


équation qui sera celle d’un plan, si les quantités — et 


zr-hp 

— 


sont toutes deux constantes pour tous les points de celte courbe. 

Or, cclaa lieu en elVetj car apres avoir représenté ces deuxquatiiilés, 
la première par — « , la seconde par J8 , ce qui donne 


«x-f-,0j- s = o, 
«/» 4-.8<7 — I = o, 
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on trouve, par la diffêrenliation , que les din'ércntiellcsJtf, dli , sont 
toutes deux multiples de + lidg , et sont , pni' conséquent , 
toutes deux nullcs , quand on a adp + ^d^ = o. De plus , cette 
dernière équation a lieu pour toutes les caractéristiques; car si l’on dif- 
ferentie la proposée en regardant successivement x cij- comme seules 
variables , on a 

Pr -+- Çs -h 3 k JC -h pz) •i-' z= o, 

Ps -i- Çt-^3k(jr -i- <jz) *' z= o , 

qui , par l'élimination de ■f' , donnent 

■ {Pr-^r Çj) 4- /» 4- Ql) — o , 

ou 

/’(«r4- ;8f)4-Ç(i«r4~ /î^) = o, 

équation qui appartient à toute la surface. Mais l’équation de la ca- 
ractéristique est 

Pdj — Qdx = o : 

P 

donc éliminant des deux dernières équations , on aura pour 
toute l'étendue de la caraclér^Uque 


ou enfin 


(<er -|- lis) djc - 4 " («f ” 1 “ lit) dj' = o , 
a.dp-\-!idq = o 


Les quantités a et sont donc toutes deux constantes pour une même 
caractéristique. L’équation de 1a caractéristique 

a dcc “4“ 0 dj‘ -4“ dz :dz o f 

est celle d’un plan ; et parce qu'à cause des abréviations , cette inté- 
grale ne peut être antre que 

+ - = o » 

il s’ensuit que la caractéristique est une courbe plane , dont le plan 
passe constamment par l’origine. 

Pour avoir l’expression de cette courbe, indépendamment de la sur- 
face sur laquelle on la considère , il faut , au moyen de son équation 
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et dç (h = pdx + qdjr , éliminer de la proposée les deux quantités 
pti q.\jË résultat de cette élimination, qui , en laisant,pour abréger^ 

X' +_/’ + Z’ = U' , 


est l’équation unique aux différences ordinaires , 


dx' dy' + di' 


U' du' 

U' Ÿ’ (u’)’ 


exprime donc la caractéristique considérée d’une manière abstraite. La 
propriété qu’énonce cette équation est que l’arc de la courbe est une 
certaine fonction du rayon vecteur , ou que la distance de l’origine 
au plan normal est aussi fonction du naéine rayon yectcur. 

La caractéristique étant exprimée par une seule équation aux diflc- 
renccs ordinaires, qui appartient aussi à toutes les courbes touchées 
par les différentes séries de caractéristiques , il s’ensuit que la surface 
a une arête de rebroussement «pii résulte de la génératjon elle-même , 
ff. «pii a beu , «pielle que soit la génératrice. 

Intégrons d’abord l’équation aux difl'ércnces ordinaires considérée 
comme appartenant aux caractéristiques. Pour cela , si , «les dem 
.équations 

fX-\rHr+s = o, x'+j' + z' = u'f 


et de leurs dilfércnticlles ' 

«<£r + |B<f^ +<iz = o , xdx+ydy + zdz = udu, 

on tire les valeurs de ar , / , dx , dy poqr les substituer dans la 
proposée , on les réduira à une é«piation aux différences onbnaires 
entre les deux seu]es variables if et s. Dans ces équations , a et 
sont des constantes arbitraires. De ces «piaire étpiations , les deux 
dernières donnent pour dx ti djr les valeurs suivantes : 

dx{fix — «j) = liudu + dz (y — ^z) , 
dy {fix — «j) = itudu — dt(x — «z) , 

qui , en faisant , pour abréger , i = A’ , donnent 

{dx'+dy'-\-dz'){fix—»yy = h'(udz—zdu)'-\-du'{u'(<t'+^')—h'z']. 




t < • H- 
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Mais des deux premières on lire 


(^x — «y)* = «’(«* + 10*) — A*z*. 


Donc , on aura 


T 

■w 


N 

, -s fcmiïDo 

S 


, , A* — zdu)' 

d^' + djr’ + dz>=du>+ 

Substituant cette valeur de dx' + {fy' + s* dans l'équation aux 
diflërences ordinaires, elle deviendra 

du. *11' h(udt — zdù) 

\/(u' — *') v' [u* («» -J- A*) — A“s* ’ 

I 

dans laquelle on séparera les variables en faisant — = f ; ce qui 
donne 

</u . ♦ , hdv 


= os 


U t/ (u* — Ÿ*) V [y' («* 10*) — A*J 

qui s’intégre par les quadratures , et dont l’intégrale est 

h 


/ S' du 
M V/ (U* — 


— ; — 1 - arc. tos. — , , , , , - 

♦•) t' t/ («• + A*) 




■ > ;«> 
. jZ 

t 

i:r 

b 


on , mettant pour v sa valeur — , 

/ *du ht 

u\/(u' — *y 

•y étant la constante arbitraire introduite par cette intégration. Mais 
on a atissi pour la caractéristique 

■ x-t-/J^4-s = O. 

Donc, ces deux équations, qui sont complétées par les trois constantes 
arbitraires u, fi , y, appartiennent à la caractéristique considérée d'une 
manière abstraite ; en sorte que si l’on regarde », fi , y comme 
susceptibles chacune en particulier , de toutes les valeurs possibles , 
ces deux équations expriment toutes les caractéristiques planes qui 
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SC trouvent sur toutes les surfaces susceptlhlcs de la génération expri- 
mée par l’équaliou aux dilicrenccs partielles. 

Si l’on vouloit prendre une série de ces courbes , telle que le lieu 
de toute la série fût une surface courbe , il faiidroii établir entre 
», Il , y deux relations ; ce qui se réduiroit à faire /8 = <fet,î.==ir« ; 
les deux équations , qui dcviendroiciit alors ' ' ~ 


us/(«* — 


e \/(j -j- a* -f- , 

/(vé 


appartiendroient seulement aux caractcrisliques qui sé trouvcroienl 
sur la surface : la nature de cette surface dépendroit de la forme 
des fonctions <» cts-; et chacune des courbes seroit délfertninée .sur 
cette surface par la valeur particulière de la coustante « , la seule 
qui snbsisteroit alors ; par^conséciucut , en éliminant » entre ces 
deux équations , on auroit celle de la surlacc qui scroit le lieu de la 
série. 

Mais, pour la surface qoe uotts , considérons , Id série ne doit pas 
être formée d'une manière entièrement arbitraire. Dans chaque série, 
deux coui bes consécutives quelconques doivent s6 coùjrer , et la suite 
de ces intersections doit donner lieu à l’arélc de- rebroiissciucnt. U 
s’agit doue de trouver la relation qui doit exister entre », <»«, t» , 
pour que cette condition soit rentplie. ' ‘ 

Or, le point de la caractéristique qui appartient aussi à j’arétc de 
rebrousscmrui , est celui dont les coordonnées x, j- , s ne changent 
pas dans les deux équations précédentes quand a varie. Donc , si 
l’on diirércniie ces deux équations en regardant » comme seule var 
riable , les deux nouvelles équations • ' . . • . 


a -f- 


j= — , » 

A («> -h x/ l^“rr (“’ — * J 


et 


" ' • . -4“ — P « 

qu’on obtiendra , appartiendront , ainsi t[ue les deux précédentes , au 
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point de l'arête de relir.'>nsspnicni. Donc, si, entre ccs fpiatre équa- 
tions , on élimine les trois coordonnées x , y , s , l’équation résultante 
en « , , T* , détermine la forme que doit avoir la fonction it , 

ponr que toutes les caractéristiques d’une même série so coupent 
conscciitiveinent. 

De CCS quatre équations , la seconde et la quatrième donnent 

U $1 ■ t r I 

— «V) = i<f'l j((» — «♦') = — s, 


Cf par conséquent 


, 1 , . 


J M’ » +<»'* + (a — a»')* 


Cette valeur, siiLîtiliicc' dans la troisième, opère réliminalion dont 
le résultat 

/ -■ \ » — « ■»' , - + 

‘ ’’ ■ («’ -+• <f‘)v'(i - 1 - -t- i»') ' ’ 

■■■ " “ • 

doit déterminer la forme de la fonction » que l’on trouve en intégrant 

•• >iô 


/ (<J — et a') tiet 

-h <f’) 


La valeur de tt, substituée dans les quatre équations , tient lieu d'une 
d’entre elles ; elles se trouvent par là réduites aux trois suivantes: 

U s /(«>— U “ J -t- <f’; \/ 1 1 -t' -t- <»’ ) ’ 

<tX -f- î = O , 

a:-+-jV=0, 

• i If . V , . I 

qui, pour une valeur de «, détermiunit celles des trois coordonnées 
^ » .y » * <1*1 point de lurélc de rebronssemeut. Dune, les deux 
cquaiions qui rcsultent de réliniiaation de « entre les trois équations 
précédentes , sont l'intégrale complète de l'équation aux dillérenccs* 
ordinaires. Ce résultat comprend, comme cas particulier, rinlégrale 
qui n’étoit complétée que par les trois constantes arbitraires m ,H yy.. 
Pe ces trois équations intégrales , les denx premières sont celles de 
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la caractéristique regardée comme faisant partie d’une série dont le 
lieu est une des surfaces que nous considérons ; et la coniumie* 
arbitraire « , par sa râleur , détermine dans cette série la courbe 
individuelle. Donc , le résultat de l’élimination de a entre ces deux 
premières équations sera l’équation de la surface , et par conséquent 
l’intégrale complète de l’équation aux diflérences partielles. 


Lorsque la fonction ^ est arbitraire , ce qui a lieu si l’on considère 
la proposée comme l’intégrale de l’équation aux différences partielles 

/ *du 

U ( U' -f ) 

fonction arbitraire que l’on peut représenter par un signe particulier». 
Donc , l’intégrale Cnie de l’équation aux différences partielles du 
second ordre , est le résultat de l’élimination de « entre les deux 


équations. 

.(x*+/’4-s’)+ arc. cot. 




aX * = O. 


Intégration de V autre intégrale première 

x-i-pz _ ^ I — J — <7- 1 

Si l’on représente par a la quantité qui est sous le signe de la fonc- 
tion ♦ , ou aura les deux équations 

jr^qz = — a {qx — py) , 
x + pz = <^a (qx — pj). 

Ces deux équations peuvent être remplacées par les deux suivantes : 

ax-\- y* 3 = o , 

ap -h q^ — 1=0, I 

dont la première est destinée à éliminer l’indéterminée « de la seconde, 
et dans lesquelles les différences partielles sont linéaires. 

Or , il est évident que , quelle que soit la forme de la fonction * , 
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la valeur de « prise dans la première , et substituée djns la seconde , 
n'y introduira que les quantités a: , y , î : donc si 1 on diflcrcuüc 
la seconde en regardant p et 9 comme seules variables , on aura 
P = et, Ç=* -, par conséquent l’équation de la caractéristique sera 
tulj- *dx = O I ou remettant pour /! et ♦ leurs valeurs 


ou enfin 
dont l’intégrale est 


(j-^gz)djr^{x^pz)djo = O, 
xdx -\rydy -H zdz — o , 
x'-^y' Z' = y. 


y étant la constante arbitraire. 

Ainsi la caractéristique est sur la surface d’une sphère dont le centre 
est à l’origine , et dont le rayon y a une valeur particulière pour chaque 
caractéristique individuelle } c’est-à-dire , que si l’on conçoit la surface 
coupée par une série de surfaces sphériques dont les centres soient à 
l’origine , les intersections seront la série des caractérbtiques. Or, les 
surfaces de sphères concentriques ne se coupent en aucun point ; donc 
deux de ces caractéristiques consécutives ne peuvent se couper ; donc 
leur série ne peut donner lieu à une arête de rebroussement; donc enfin 
la surface , en vertu de sa génération , n’aura d’autre arête de re- 
broussement que celle qui est touchée par toutes les caractéristiques 
planes , et dont nous avons parlé dans l’article précédent. On pour- 
roit encore conclure que la caractéristique sera exprimée aux diffé- 
rences ordinaires par deux équations distinctes , et cette conséquence , 
ainsi que les précédentes , résulteroit de ce que les différences partielles 
sont linéaires dans la proposée. Mais , pour éviter de trop grandes 
généralités , nous nous contenterons ici de prouver cette dernière 
proposition à posteriori. 

Si , dans la proposée qui résulte de l’élimination de <t entre les deux 
équations 

ax-\-y* -f- I = O, 

«P - 4 - ç* — 1 = 0, 

on substitue pour q sa valeur tirée de dz = pdx -f- qdy , la seconde 
devient 


P {a.dy — ^dx) = dy — ^dz , 


( M) 

et appartient «ncore à la surface entière : mais si l'on considère 
seulement la caractéristique pour laquelle on a a.df — ^djc = o , le 
premier membre Revient nul ; le second l’est donc aussi pour elle , et 
l’on a 

(Ijr z= tth , 

et par conséquent encore 

djc = alh. 


Eliminant a entre ces deux équations , on aura aussi pour la carac- 
tcrisliquc l’équation aux dill’érences ordinaires 



qu’on peut réduire aux deux seules variables x , y, en chassant 2 
et ih au moyen de la première équation de cette courbe.- Ainsi la 
caractéristique a donc les deux équations aux ditrércnccs ordinaires 
distinctes 


xdx -4- == O 

dy \/ (y' — J?» — y') < dx t/ (y' — x' — >■*) 

xdx-^-jdj “ l xilx’^jdj' 


dans la dernière desquelles y est une constante. 

De ces deux équations , l’une est déjà intégrée , et son intégrale 
est complétée par la constante arbitraire y. Lorsque nous aurons 
intégré l’autre , dont l’intégrale sera complétée par une autre cons- 
tante arbitraire si l’on regarde les deux constantes >• , comme 
susceptibles de toutes les valeurs possibles, les deux équations intégrales 
appartiendront à la caractéristique sphérique considérée d’une manière 
abstraite , c’est-à-dire , à toutes les caractéristiques individuelles qui 
SC trouvent sur toutes les surfaces soumises à la génération dont il 
s’agit : le lieu de toutes ces caractéristiques sphériques sera l’espace 
entier. Mais si l’on veut former une série de ces courbes dont le lieu 
soit sur une surface courbe , il faut établir entre y cl J' une relation ; 
ce qui sc réduit à faire <f = ■iry j alors les deux intégrales ne rcni- 
fermeront plus que la seule constante arbitraire y , dont la valeur 
déterminera sur la surface la caractéristique individuelle -, et par 
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conséquent l'climination de > entre ces deux intégrales produira en 
x,^,z l’équation de la surface qui sera le lieu dc^a série. Cette 
surface sera la plus générale qu’il sera possible , et son équation sera 
l’intégrale complète de l’équation aux différences partielles , si la 
fonction f est arbitraire. Tout se réduit donc actuellciiicut à intégrer 
la seconde équation aux diQ'érenccs ordinaires 

dr\/(y' — -g* — ,r*) _ I rfg — X' — r*) ( 
x<lx l xdx •f-ydy ’ 


Pour cela , soit représentée par a la quantité qui est sous le signe de 
la fonction , on aura , 


dx \/(y'~~X’ — J*)\= (jodx j-dj) a , 
djr \/(y‘ — ar* — (xdx •+-jdr) *a , 



desquelles on tire les deux suivantes , qui en tiendront lieu ÿ 

■ Jl'i' nq 'If: .) • . .1 it 

->■ f-' •„ adj—<zdx = Oy, 

i iU _ -Il «.ari — j<S> — arV — _y*.). si '-.; .j 


Si a étoit constante , l’intégrale de la première scroit ^ 

ay — are = constante j mais a étant variable , Inconstante doit être 
une fonction de u , que nous représenterons par fa , et qui doit 
d’abord être telle que la difl'érentielle de l’intégrale , prise en ne 
faisant varier que ■ , ait lieu. A la place des deux équations précé- 
dentes , on aura donc les trois suivantes ; 


rr — —f* (o) 

.r — =/' {h) 

ax—y<i = s/{y* — x'—y^) (c) 


qui , par l’élimination des deux variables x , y , donneront en « , « 
et / une équation aux différences ordinaires qui servira à déterminer 
la forme de la fonction f. 


Or, en faisant, pour abréger, 


/ _ 
vé(»’ -h *’) 


le résultat de 


cette élimination est 
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(♦ dlà 




, 


équation dans laquelle les variables sont séparées , et dont l’iutégrale 
complétée par la constante arbitraire / est 

• S , P 1 

V-y.sm.^t'+j 

Remettant pour v sa valeur , et faisant , comme nous l’avons dit , 
J‘z=*Yt on aura , pour la valeur de f , 

{'*•>+/ 

Cette valeur substituée dans les trois équations (a) , (é) , (c) , tiendra 
lieu de l’une d’elles , de la troisième , par exemple ; et parce que la 
seconde est la difiërentlelle de la première , prise en regardant « 
comme seule variable , il s’ensuit que si l’on représente par if la 
quantité suivante 

dans laquelle on S' 

y = X* + /• 4- a*, 

l'intégrale complète de l’intégrale aux différences partielles sera le 
résultat de l’élimination de « entre les deux équations 


( 


M = 0 , 

dJtf\ 

da J 


La zone de la surface comprise entre deux caractéristiques planes 
consécutives , peut être regardée comme le fuseau infiniment étroit 
d’une surface de révolution autour de l'intersection des deux plans , 
considérée comme axe ; faire de cette zone est donc égale à l’arc 
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de la générati'ice multiplié par l’espace que parcourt le centre de 
gravite de l’arc pendaut la génération de la zone. Donc, l’aire Qnie^ 
parcourue par un arc quelconque de la génératrice , est égale au 
produit de cet arc midliplié par l’arc que parcourt le centre de gravité 
de l’arc générateur. Il est facile de voir aussi que la ctil>atare de 
l’espace parcouru par un segment ou un secteur de la génératrice , 
est égale au produit de l’aire de ce segment ou de ce secteur , 
multiplié par l’arc que parcoutl le centre de gravite du segment ou 
du secteur. Cette surface , quoique son équation contienne deux 
fonctions arbitraires , n’est encore qu'un cas particulier de celle qui 
jouit de la même propriété , et dont nous nous occuperons dans un 
autre paragraphe. 


§. XXV. 


De la surface courbe dont toutes les normales sont tangentes à une 
même surface développable quelconque. 

Paieiiatsaïuas. . 


I. 

On sait que toutes les normales d’une surisMte courbe sont en tnème 
sems uugentes à deux autres surfaces , dont la première est le lien 
des centres d’une des courbures de la surlkcc primitive , et dont la 
seconde est le lieu des centres de l’autre courbure. En général , les 
deux surfaces des centres de courbure sont les nappes distinctes d’une 
même surface courbe ; elles sont exprimées par une même équation 
d’un degré pair , et dont les radicaux ont des signes differens pour 
l’une et pour l’autre. Cependant , pour certains cas particuliers dont 
le nombre est encore infinhneni grand , les équations des deux nappes 
de la surface des centras de courbure sont séparées ; elles ne sont 
pas de nature à s’échanger Tune en l’autre dans aucuse bjpotlièse ; 
et l’une de ces surfaces peut être entièrement oonatraite sans qu’«m 
ait détermtDé nn seul point de l’antre ; niais , même alors , il existe 
enice ces deux snrfaces ime relaliou dont nous allons notis occuper. 
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Par exemple , pour une surface quclcouque de révolution , le lieu 
des ccnti'cs de la courbure dans le sens des parallèles se réduit à une 
ligne droite qui est l’axe de révolution ; les équations de cette droite 
sont absolues , et n’ont aucun rapport arec l’équation du lieu des 
centres de la courbure dans le sens des méridiens ; mais , par cela 
seul que cette première nappe est une ligne droite , la seconde est 
assujciie à certaines conditions ; elle est elle- même une autre surface 
de révolution autour du même axe : et l’on voit aisément que le 
méridien de cette nouvelle surface de révolution est la développée 
du méridien de la première. 

Ainsi, deux surfaces ne peuvent pas être prises arbitrairement pour 
être les deux nappes du lieu des centres de courbure d’une troisième 
surface. De ces deux nappes une seule peut être prise arbitrairement } 
et celle-ci étant donnée , l’autre s’ensuit nécessairement j ce qui donne 
lieu au problème suivant , que nous allons d’abord résoudre. 

II. 

Une, surjace courbe quelconque donnée étant regardée comme le 
dieu des centres d'une des courbures d'une autre surface , trouver 
l'équation du lieu des centres de l'autre courbure ? 

La normale devant toucher les deox surfaces des centres de conr- 
bure , soient sc' , t' les coordonnées de son point de contact avec 
la première , et x", j ", *" celles de son point de contact avec la 
seconde. De plus , soient 

dz" = p"dx' q"dy , 

l'équation difl’éreniieOc de la première surface des centres , et 

i dz" = p"dx" + q"djr", 

celle de la seconde surface; il est clair que p', q' seront des fonctions ^ 
de x' et j', et quep", q" seront des fonctions àex", y". 

Cela posé , si par le point de contact de la normale avec la pre- 
mière suiface des centres , et dont les coordonnées sont sd, y, t', 
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on mené nn plan tangent à cette soriace , l’équation de ce plan eu 
X , 7 , » sera 

* — z' = ;»' (x — x') + 9' ( J — y ).■ 

Mais ce plan contient la normale , cl passe par conséquent par le 
point de contact de celte droite avec l’autre surface des centres , 
point dont les coordonnées sont x", y', i" j donc, l’équraion deee 
plan aura lieu entre les trois coordonuées du second point de contact , 
et l’on aura ' 

a"-a' = y(a/'_x')-h9'(y-y); 

de même , si , par le point de contact de la normale avec la seconde 
surface des centres, et dont les coordonnées sont z", on mène 

un plan tangent à cette surface , l'équation de ce plan en x , jr , z sera 

Z — z" = (x — x") + q" {jr —f') , 

et , parce que ce second plan contient encore la normale , et passe 
par conséquent par le point de contact de la normale avec la pre- 
mière surface des centres , point dont les coordonnées sont x', y, 
il s’ensuit que l’équation du plan doit avoir lieu entre ces trois 
dernières coordonnées ; donc , ou aura 

z" -z'=p" (x" - x') -f q" (j" —y). 

De plus , par la propriété des courbures des surfaces courbes ;■ les 
deux plans tangens que nous venons de considérer , et qui passent par 
la même normale, sont rectangulaires entre eux; donc, les coelliciens 
de leurs équations auront entre eux la relation suivante : 

p>p" -{• q'q" -Jf i = Q. .lé' 

■a î P 

On aura donc entre les coordonnées dns-deux surfaces des centres 
de courbure , les trois équations que nous réunissons ici y 1 

n. 

z" — a' = y (y — x' ) -f- — y j ^ 

z"-z>=p"(x"-y+q"(y-y), . 

plpll + çlçll = O. • . 
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ArtacIIement , si l'une des surfaces des centres est donnée , celle , 
par eseniple , dont les coordonnées sont x', y, z', on aura entre ce» 
trou coordonnées une équation que nous pourrons représenter pai 

*') = O, 

et de laquelle on tirera par la différentiation les valeurs de p' et ^ en 
x',y, s'.^Ces valeurs étant substituées , si des quatre équations on 
élimine les trois quantités x’tj', a', on aura en x", j-", z", p", 9", une 
équation aux différences partielles du premier ordre , qui sera celle 
de la seconde surface des centres demandée. 

Appliquons ce résultat à un cas particulier simple et connu. 

III. 

Supposons que la première surface des centres de courbure se 
réduise à une ligne droite qui se confonde avec l’axe des s , ce qui 
est, comme on sait, le cas d'une surËice quelconque de révolution 
autour de cet axe , et qu'il faille trouver l’équation de l’autre surface 
des centres, on aura, pour la première surface, les deux équations 
ac' O , ' = O , ce qui donne p' = co , ^ = 00 ; substituant dans 

les trois équations ci-dessus , elles se réduiront aux deux suivantes : 

p'x" <j'y =z O , p'p^-f- =eo, 

entre lesquelles éliminant p', q', seules quantités qui contiennent encore 
x', y', on aura 

p"j " — q"x" =z o , 

équation, aux différences partielles du premier ordre, qni appartient 
à une surface quelconque de révolution autour de l’aie des s , et qui 
d’ailleurs ne statue rien sur la nature du méridien de cette surface , 
qui est par conséquent arbitraire. 

Donc , lorsqu’une des surfaces des centres se réduit à une droite , 
l’autre surface des rentres est de lévolution autour de cette droite 
considérée comme axe. 

IV. 

Tassons maintenant à un autre cas particulier relatif à l’objet du 
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para{^phe suivant , et supposons qtie la première surface des centres 
soit une surface développable quelconque ; réquatioii de celte surlace 
sera , comme on sait , le résultat de l'éliinination de riudétermiuée a 
entre les deux équations suivantes : 

s' = + « t O = + i , 

dont la seconde est la différentielle de la première , prise en regardant 
« comme seule variable , et dans lesquelles les fonctions « et 4' sont 
arbitraires. 

En dilférentiant , ou aura et substituant pour 

s', /y, leurs valeurs dans les équations ci-dessus , on trouvera 

s" = x"*« + « , o = -J- I , 

En sorte que l’équation de la seconde surface des centres est le 
lésultal de l'élimination de *. entre les deux équations précédentes , 
élimination qui ne peut s’eifeetner que lorsque les fonctions O et 
sont déterminées. Cette équation se présente sous lu forme d'une 
dilférentielle partielle du premier ordre , et l’est en effet quand les 
formes des deux fonctions sont déterm'uiées ; mais si ces fonctions 
sont regardées comme arbitraires , ce qui a lieu lorsque la première 
surface des centres est considérée comme une surface développable 
quelconque , l’équation de la seconde surface des centres , pour ne 
plus rien contenir d’arbitraire , et être délivrée de tontes les fonctions , 
doit être portée aux différences partielles du troisième ordre. Nous 
aurons bientôt occasion de voir que cette surface n’est autre chose 
que celle qui va faire l’objet de ce paragraphe. 

Ces préliminaires étant posés , nous allons nons occuper de la 
surface dont toutes les normales sont tangentes à une même surfece 
développable quelconque. 

V. 

I , 

Générations de la surface. 

Première génération. Une surface courbe étant telle que tontes scs 
normales soient tangentes à une même surface développable , concevons 
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an premier plan quelconque tangent à la surface développable, et qui 
la loutliera par conséquent en une droite i ce plan coupera la surface 
proposée dans une courbe pour chaque point de laquelle la normale 
à la surface sera dans le plan j il sera donc lui-même normal à la 
surface dans chacun des points de son intersection avec elle , de la 
même manière que le plan d*un méridien quelconque d*une surface 
de révolution est normal à cette surface dans chacun des points de 
la courbe du méridien. Concevons ensuite un second plan tangent 
à la surface développable , infiniment voisin du premier , et qui 
coupera le premier dans la droite de son contact avec la surface 
développable j ce second plan tangent coupera la surËice proposée 
dans une nouvelle courbe , et sera lui-même normal à la surface dans 
tous les points de cette intersection. L’élément de la surfitee proposée 
compris enti-e ces deux intersections consécutives , et qui sera par- 
tout perpendiculaire en même tems aux plans qui les produisent , 
pourra' donc être regardé comme le fuseau indéfini d’une surface de 
révolution compris entre ces deux plans considérés comme méridiens 
consécutifs , et dont l’axe de rotation sera la droite d’intersection de 
CCS deux plans. Cet élément pourra donc être regardé comme engendré 
par le commencement de rotation de l’intersecüon de la sur&ce par 
le premier plan autour de la droite de sou intersection avec le 
second ; et par conséquent la courbe génératrice viendra s’appliquer 
sur l’intersection de la surfecc du second plan , et se confondre 
avec elle. 

Concevons encore un troisième plan tangent à la surfaçe dévelop- 
pable , et infiniment voisin du second ; il coupera le second plan dans 
une autre droite infiniment voisine de la première , et qui , comme 
elle , sera sur la surface développable. Ce troisième plan sera aussi 
normal à la surface dans tous les points de son intersection avec 
elle J rélcment de la surface compris entre cette troisième intersection 
et la seconde , pourra aussi être regardé eomme engendré par le 
commencement de la rotation de la seconde autour de la seconde 
droite ; et dans ce mouvement , la seconde intersection vient s’ap- 
pliquer sur la troisième et se confondre avec elle. 

En continuant de considérer ainsi la suite des plans consécuti- 
vement langcns à la surface développable , et qui touchent cette surface 
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dans les droites consécutives dont elle est le lieu général , On voit 
que chacun de ces plans produit une section sur la surface proposée , 
et que ces sections sont telles , que si la première sc meut d’abord 
en tournant autour de la droite de son plan avec la surface dévelop- 
pable , et qu’elle continue à se mouvoir en tournant toujours autour 
de la droite variable du contact de son plan actuel , elle viendra succes- 
sivement s’appliquer sur toutes les autres , et se confondre entièrement 
avec chacune d’elles. 

11 suit de là que la surface proposée peut être regardée comme 
engendrée par le mouvement d’une courbe plane arbitraire , constante 
de forme et de grandeur , et dont le plan roule sans glisser sur une 
surface développable quelconque. 

VI. 

1 

Quelle que soit la nature de la surface développable sur laquelle 
roule le plan de la génératrice , et quelle que soit la nature de la 
génératrice elle-même considérée dans son plan , la surface engendrée 
a plusieurs propriétés générales indépendantes de ces particularités. 
L’énoncé de chacune de ces propriétés générales peut être regardé 
comme une définition complète et suffisante de la surface ; et toutes 
ces péopriétés sont exprimées dans une seule équation , ou peuvent 
en être déduites par les règles de l’analyse. Nous allons d’aboi-d nous 
occuper de celles de ces propriétés générales qui se déduisent le plus 
facilement de la génération que nous venons de trouver. 

VII. 

Par chacun des points d’une surface courbe quelconque passent 
toujours deux lignes de courbure qui sc coupent à angles droits sur 
la sprface ; et chacune de ces deux lignes est telle , que si , par tous 
les points , on mène des normales è la surface , ces normales se 
rencontrent consécutivement deux à deux , c’est-à-dire , sont toutes 
tangentes à une même courbe qui , en général , est à double courbure , 
et réciproquement. Or , si , considérant la génératrice de la proposée 
dans une position quelconque , on mène par tous ses points des 
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normales à la surface , ces droites , qui seront aussi normales à la 
génératrice , seront toutes dans le plan générataur; elles se rencon- 
treront donc consécutivement deux à deux , et elles seront toutes 
tangentes à une même courbe , qui , dans ce cas , sera la développée 
plane de la génératrice. 

Il suit de là , i°. que la génératrice, dans toutes scs positions , est 
la ligne d’une des courbures de la surface engendrée j 3". que cette 
ligne de courbure est toujours plane. Mais un plan ne peut être 
susceptible d’une seule série de positions , et être mobile d’une ma- 
nière plus générale que de rouler sur une surface développable 
quelconque ; donc, il n’y a point d’antre snr&ce -qui jouiase de la 
même propriété ; donc , la surface engendrée est définie d'une raanièra 
complète lorsque l’on énonce qu’une de ses lignes de courbure est 
consianinient plane. 

La courbe parcourue par chacun des points de la génératrice est 
perpétaellcment normale au plan générateur ; elle est donc aussi per- 
pétuellement normale à lu génératrice , «t par consequem aux lignes 
d’une des courbures ; donc , elle «st une des lignes de f autre couibnre. 

Vin. 

Il est bien évident que la surface dévdoppahle touchée par toutes 
les normales , ou sur laquelle roule le plan générateur , est la surface 
des centres d’une des courbures ; mais nous venons de voir qu’en 
considérant le plan générateur dans une position quelconque , toutes 
les normales à la surface qu'il contient sont tangentes à la développée 
plane de la génératrice : cette développée est donc sur la surface des 
centres de l’autre courbure ; surfiice qui est le lieu de toutes les 
développées qui conviennent aux positions dillërenies -et successives 
du plan gcncrateiiT. Or , la génératrice est constante de forme et d« 
position dans son plan mobile; sa développée, est par eonsequent 
aussi constante de forme et de position dans le même plan ; donc , 
en même tems que la génératrice engeudre la surfiice proposée , sa 
développée constante engeudre la surface des contres de la secondo 
courbnie. 

La surface proposée est donc définie d’une manière complète lorsque 
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l’on dit qne la surface des centres de l’une de ses courbures est 
ongendrëe par le mon¥cment d’une courbe plane constante de forme 
dont le plan , sans glisser , roule sur une surface développable 
quelconque , ou lorsque l'on dit que la surface des contres d'une 
de ses courbures a toutes seS normales tangentes à la meme surface 
développable. - , ' 

• IX. 

1 > 

La surface proposée peut avoir des bgnes singulières ou des points 
singuliers qui dépendent et de la surface , développable sur laquelle 
roule le plan générateur, et de la nature m&ne de la génératrice; 
mais , indépendamment de ces parûcuJarités , elle a une arête dé 
rebroussement nécessaire qui est, une suite de sa génération. En effet 
concevons que le plan générateur roule sur la surface jusqu’à ce que 
la génératrice se soit entièrement appliquée sur elle , et que les points 
dans lesquels se fait cette application laissent leurs traces sur la 
surface développable j on aura sur, cette surface une courbe à double 
courbure qui sera eq, mémo toms sur la sur&ce engendrée. Cela posé • 
considérons un point quelconque 4o Ja génératrice ; ce point décrit' 
nne courbe qui d’abord s’approche de pins en plus dé la surface 
développable, à laquelle eUe devient perpendiculaire au moment oii 
le pomt décrivant s’applique sur cette surfece. Le point décrivant' 
ne pouvant pas pénétrer au -delà de la surface développable se ré 
fléchit; la nouvelle branche dé la courbe qu’il parcourt commence 
par être encore normale à la Surface développable , dont elle s’éloigne 
ensmte de plus en plus. La ligne de seconde courbure qu’il parcourt 
a donc un point de rebroussement placé sur la surfhcc développable 
en un des points de la trace delà génératrice. La n.éme chose ayant 
beu pour toutes les autres lignes de seconde courbure, U s’emuit. 
que la surface engendrée a une arÔIg^de rebroussement > Mine cette* 
arête est la trace même de la génératrice sur la surface développable • 
qu’elle est perpétuellement touchée parla génératrice , et qu'elle en 
par conséquent le lieu de l’intégrale particulière de toutes les ligues do 
courbure planes. ® 

Xi • ■ ( ' * ^ 

• Si l’on suppose que le plan générateur continue de rouler sur 'la' 
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surface dcveloppablc jusqu’à cc que la développée de la génératrice s^ 
soit aussi entièrement appliquée , et que cette développée y ait aussi 
laissé sa trace , on aura sur la surface développable une nouvelle 
courbe à double courbure , qui sera évidemment une arête de re- 
broussement pour la surface des centres de la seconde courbure. 
Cette arête se trouvant en même tems sur les deux surfaces des 
centres , chacun de ses points sera on centre commun aux deux 
courbures. Donc , si l’un conçoit tontes les tangentes possibles à 
cette arête , chacune de ces droites sera normale à la surface en- 
gendrée , et la coupera en un point pour lequel les deux courbures 
de la surface seront égales entre elles et dans le même sens. Donc , 
la courbe qui passera par tons ces points , sera sur la surface une 
ligue singulière ; ce sera celle de ses courbes sphériques. 

XI. 

La surface engendrée jouit généralement de la propriété exprimée 
par la règle do Guldin ; car , si l’on suppose qu’un arc fini et constant 
de la génératrice soit entraîné par le plan générateur et parcoure une 
sone finie sur la surface , cette zone finie pourra être considérée 
comme divisée par les positions consécutives de la génératrice en 
fuseaux infiniment étroits de surface de révolution ; l’aire de chacun 
de ces fuseaux sera ^;ale à l’arc mukiplié par le chemin que parcourt 
le centre de gravité de cet arc ; donc , l’aire de la zone entière sera 
égale à cet arc , facteur commun , multiplié par la somme des espaces 
parcourus par le centre de gravite. 

Ou rcconnolt de même que si l’on circonscrit sur le plan générateur 
un espace par une courbe quelconque continue ou discontinue , mais 
rentrante en elle-même , la solidité du volume parcouru par cet espace 
est égale au produit de l’aire de l’espace multiplié par l’arc que 
parcourt le centre de gravité de l’aire. 

XII. 

Si la génératrice est une droite fixe dans le plan et mobile avec lui , 
la surface eugeuurée sera une nouvelle surface développable, dont 



( 39 » ) 

Faréte de rebroussement , perpétuellement touchée par la droite géné- 
ratrice, est entièrement sur la première suriacc développable. Cette 
nouvelle surface développable est perpétuellement normale au plan 
générateur j tandis que la première est perpétuellement touchée par 
lui. Enfin , ces deux surfaces développables ont entre elles cette 
relation , que la première est la développée de la seconde : ainsi les 
surfaces développables ne sont qu’un cas infiniment particulier de la 
surface que nous considérons. 

XIII. 

Seconde génération. Une surface quelconque de révolution , cons- 
tante de forme et de grandeur , étant supposée 6xe sur son axe , mais 
mobile avec lui , concevons que l’axe tourne autour d'un de ses 
propres points , et entraîne la sur&ce de révolution dans une seconde 
position à une distance quelconque de la première ; on aura alors 
deux surfaces de révolution semblables et égales, entre elles , et placées 
à égales distances du point d’iutersoction de leurs axes. Ces deux 
surfaces se couperont dans une courbe plane , dont le plan passera 
par le point commun aux deux axes , sera perpendiculaire au plan 
des deux axes , et partagera en deux parties égales l’angle que les 
deux axes forment entre eux. 

Cela posé , concevons que l’axe de la surface de révolution roule 
sur une courbe à double courbure quelconque , c’est-à-dire , se meuve 
de manière à être perpétuellement tangent à cette courbe , sans glisser 
sur elle , et qu’il entraîne avec lui la surface de révolution ; il engendrera 
une surface 'développable qui aura pour arête de rebroussement la 
courbe perpétuellement touchée ; et la surface de révolution , constante 
de forme et de grandeur , parcourra un espace dont l’enveloppe sera la 
surface dont nous nous occupons. 

En effet , considérons deux enveloppées consecutives qui sont ici 
deux surfaces de révolution semblables et égales entre elles , dont les 
axes SC coupent , puisqu’ils sont deux tangentes consécutives d'une 
même courbe , et qui sont toutes deux à la même distance de ce point 
de rencontre des deux axes. La courbe d’intersection de ces deux 
enveloppées , courbe qui sera la caractéristique de l’enveloppe j sera 
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][)laRe , ne diflerera pas du méridien de l’enveloppée , et sera par 
conséquent cobstante de forme comme lui. Le plan de celte carac- 
itéi-istiqne paf^sera par le point commun aux deux axes , et sera 
perpendiculaire an plan qui passe par ces denx axes ; il sera donc 
perpendiculaire au plan langent à la surface déreluppahlc pareoume 
.par l’a.xe. Enfin , ce plan devant partager en deux parties égales l’angle 
infiniment petit formé par deux axes consécutifs , pourra être consi- 
déré comme passant par l’un d’eux, et par conséquent comme tangent 
à la courbe touchée par l’iixc mobile. Donc, le plan de la caraclé- 
risliqtie sera perpétuellement tangent à la surface développable qui est 
la développée de celle que parcourt l’axe. Mais ce plan est normal 
à l’enveloppe dans tous les points de la caraetciistique ; donc , il 
contiendra toutes les normales pour les diflërcns points de la carac- 
téristique ; donc , toutes ces normales seront tangentes à la surface 
développable , développée de celle qu’engendre l’axe ; donc , l’èlive- 
loppe est telle que toutos ses normales sont tangentes à une même 
sur&ce développable. • . ^ . . .. 

' ■ ■ ’ ' XIV. \ ' , 'l- 




Dans la génération que nous venons de donner , les points qui se 
correspondent dans les différentes caractéristiques sont tous à la même 
distaucc de leurs axes respectils; les courbes qui passent par ces points 
liomologùes ont donc tous leurs points à la même distance de la sur- 
face développable parcourue par l’axe de l’euvcloppée. Donc , la surface 
que nous çoiisidéi'ons n’est autre chose que celle de la moulure 
'générale poussée sur une surface développable quelconque, au moyen 
d'uii profil arbitraire couliuu ou discontinu', mais qui doit être plan, 
et dont le plan doit toujours être normal à la surface développable , 
et être tangent à Tarêle de rebroussemeut de celle dernière surface. 

Cette propriété comporte encore uue définitiou complète et exacte 
de la surface que nous cousidérons. 

• <^0. XV. 


Toute surface de ré'voluiion peut être regardée comme l’envelôpp* 
de l'espace parcouru par une sphère variable de rayon , et dont le 
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centre 9C meut sur l'axe. Dans la génération précédente , chacune 
(les enveloppées peut donc elle-mènic être regardée comme Fenve- 
loppe de l’espace parcouru par une sphère variable arbitrairement de 
rayon , et dont le centre se meut sur une des droites de la surface 
développable ; mais ce qu’il y a d’arbitraire dans la variation du rayon , 
n’a lieu que pour une sèule surface de révolution ; en sorte que , 
pour toutes les autres , les splières dont les centres se trouvent sur 
une même ligne de courbure de la surface développable , doivent 
avoir le môme rayon que celle qui leur correspond dans la première 
surface de révolution. > ' 

D’après cela , étant donnée une surface développable quelconque , 
si l’on conçoit qu’une sphère variable de rayon se meuve de manière 
qucsonce 4 tre parcoure successivement tous les points de' cétte surface, 
avec cette condition cependant que la sphère soit toujours de même 
.rayon , lorsque son centre est sur la môme ligne de courbure de la 
aurlàcc développable , quelle que soit d’ailleurs la loi suivant laquelle 
elle en change quand le Çenxre passe d’une des lignes de courbure à une 
.autre , ceue sphère parcourra un espace dont l’enveloppe générale , ou 
la double enveloppe , sera In snrface que nous considérons. 

Il est nécessaire de donner une épithète à l’enveloppe dont il s’agit 
ici , parce quelle diâerc de toutes ccUes dont nous nous sommes 
occupés jusqu’à présent. Les enveloppes simples touchent l’enveloppée 
dans une courbe qui est la cnrnetéristique et qui est l’intcrsecliou de 
deux enveloppées consécutives. L’enveloppe que nous considérons ne 
touche chaque enveloppée qu’en nn seul point , déterminé sur l'cn' 
vcloppéc par l’intersection des deux caractéristiques. Dans le cas 
présent , une quelconque des sphères est coupée dans la circonférence 
d’un de ses petits cercles par celle qui la suit immédiatement , ok 
dont le centre est placé sur la même droite de la surface dévelop- 
pable J elle est coupée dons la circonférence d’un de scs grands cercles 
par celle qui la suit immédiatement , et dont le centre est sur la mônic 
li"ne de courbure de la surface développable j et c’est dans le point 
d'intersection de ces deux circonférences quelle est touchée par la 
double enveloppe. 

La courbe qui touche la série des petits cercles de mômes rayons , 
et <jui est leur intégrale particubère , est une des carjciéristiqucs de l.a 
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double enveloppe ; celle qui tonche une série de grands cercles de rayons 
diflërens , et qui est leur intégrale particuÜcre , est l'autre caractéristique 
de la double enveloppe ; et c’est encore dans l’intersection de ces deux 
caractéristiques que la double enveloppe touche la sphère individuelle. 


XVI. 


Dans ht dernière génération , si l’on considère la suite des sphères 
de même rayon , dont les centres sont placés sur la même ligne de 
courbure de la surface développable , renveloppe>simple de ces sphères 
sera la surface d’un tuyau circulaire de rayon constant , et dont l'axe 
curviligne sera la ligne de courbure elle-même. Cette surface sera 
touchée par la surface engendrée dans une courbe dont tous les points 
seront distans de la ligne de courbure , d’une quantité égale au rayon 
constant du tuyau ; et si l’on considère les surfaces de deux de ces 
tuyaux consécntiâ et de rayons diSércns , elles se couperont dans 
la courbe de contact du tuyau avec la surface engendrée. 

Donc , si l’on suppose que la surface du tuyau soit mobile , de ma- 
nière , 1°. que son axe curviligne se confonde successivement avec les 
didérentes lignes de courbure ‘de la surface développable; a», que 
son rayon , qui est constant pour toute l’étendue du tuyau , varie 
d’une manière quelconque , en même tenu que l’axe curviligne change 
de position, elle parcourra on espace dont l'enveloppe simple sera 
la surface engendrée. La surface du tuyau mobile est donc une en- 
veloppée nouvelle , et l’intersection de deux de ces enveloppées 
consécutives produit la seconde caractéristique de l’enveloppe , comme 
l’intersection de deux surfaces de révolution consécutives produit la 
jpremière. 

Donc enfin , en regardant la seconde caractéristique comme une 
génératrice , la surface est engendrée par le mouvement d’une courbe 
variable de forme et de grandeur , qui se meut de manière qu’elle soit 
perpétuellement une trajectoire orthogonale du plan mobile qui con- 
tient la gcncratricc plane. 
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XVII. 


Recherche de l’équeUion intégrale de la surface. 

/ 

Nous avons vu que la surface dont toutes les normales sont tangentes 
à une même surface développable quelconque , est susceptible de cinq 
générations essentiellement différentes. ^ 

Elle peut être engendrée par une courbe mobile de deux manières 
diO'érentes j ou par une courbe plane , constante de forme , de gran- 
deur et de position dans son plan , mais dont le. plan roule sans 
glisser sur la surfiice développable ; ou par une courbe à double 
courbure , variable de grandeur , qui se meut de manière qu’elle no 
cesse pas d’étre une trajectoire orthogonale au plan mobile qui contient 
la génératrice plane. . 

Elle peut être considérée comme enveloppe simple de l’espace 
parcouru par deux surfaces mobiles essentiellement différentes -, ou 
par une surfiice de révolution quelconque constante de forme et de' 
position sur son axe , mais dont l’ue se meut de manière à être 
perpétuellement tangent à une même courbe à double courbure ; ou 
par la surface d’un tuyau à section circulaire , dont le rayon est .. 
constant dans toute son étendue , dont l’axe curviligne se confond 
perpétuellement avec la ligne de courbure d’une même surface dé- 
veloppable , et qui se meut de manière qu’elle change de rayon suivant 
une loi quelconque , lorsque l’axe curviligne change de position , et 
passe d’une ligne de courbure à une autre. 

Enfin , elle peut être considérée comme l’enveloppe générale de 
Fespacc parcouru par une sphère mobile et variable de rayon, dont 
le centre parcourra successivement tous les points d’une même sur- 
face développable quelconque , et dont le rayon , constant lorsque 
le centre reste sur la même ligne de courbure de la surface déve- 
loppable , change de grandeur d’une manière quelconque , lorsque le 
centre passe d’une des lignes de courbure à une autre. 

Chacune de ces cinq générations peut conduire directement à toutes 
les cqualiuus de la surface , tant intégrale qu’aux diücrences partielles 
de tous les ordres j mais elles ne le fout pas avec la même facilité. 
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Ponr l’cquatlon intégrale , c’est la dernière génération qui exige des 
considérations moins compliquées , et c'est elle que nous allous em- 
ployer ; ainsi nous regarderons la surface comme enveloppe générale 
de l’espace parcouru par une sphère mobile. 

XVIII. 

• La surface développable parcourue par le centre de la sphère mobile 
peut être regardée en même teras et comme le lieu des tangentes de 
son arête de rebroussement , et comme le lieu des développemens de 
cette arête ; en sorte qu’un point est déterminé sur cette surface 
lorsqu’on indique la tangente de l’arête de rebroussement , et la dé- 
veloppante de cette arête à l’intersection desquelles il doit se trouver. 

Cela posé , soient = deux équations de faréte 

de rebroussement de la surface développable parcourue par le centre 
de la sphère mobile ; puis , considérant la tangente de cette arête dans 
une position quelconque , soit «r la valédr de s au poitit dë contact , 
les trois coordonnées de ce point de cofttact seront 

- . , .'fi’ 

Les deux équations de la tangente en x , ^ , seront donc 
- .1 JC — e = (*~«) y— 4 = Ca~«)4^«. 

La position de cette tangente sur la surface développable sera dé- 
terminée par la valeur de « j et si on élimine « entre les deux 
équations précédentes j on aura l’équation du lieu des tangentes , 
c’est-à-dire , de la surface développable elle-même. 

L’élément de l’arc de l’arête de rebroussement sera évidemment 
da v/(i-}-<»'’+4*’)> en faisant, pour abréger, t-4-o'*“l“4^'=A>, 
l'expression de cet élément sera Ada , et par conséquent la longueur 
de l’arc rectifié de l’arête de rebroussement sera Jftda. Celte expression 
comprend implicitement une constante arbitraire qui dépend du point 
de l’arête par lequel commence sa rectification. 

Actuellement , si , pour (d>tenir le point d’une développante , on 
porte l’arc rectifié sur la tangente , à jMrtir du point de contact , 
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et du cùlé de l’are rectiflé , l’amplitude de cet arc' , dans le sens do 
chacune des coordonnées a: , /, i * sera 

■ 

dans le sens des x , fhila. ; 

4 ' 

dans le sens des y , ^ i 

dans le sens des z , -7- fhda. ; 

h ^ ‘ J 

et les coordonnées du point de la développante qu’on aura ainsi 
déterminée , seront 

.M ■ ' ■ 

^ * X = ^ J Ma. , 

* =3 « — fhdti. 


La position de ce point sur la tangente dépendra de la grandeur 
de la constante arbitraire comportée par le signe d’intégration ; mais 
si l’on suppose que cette constante conserve toujours la même valeur, 
les points déterminés pour les dilTérentes valeurs de«, c’est-à-dire , 
pour toutes les tangentes successives , seront tous sur la même déve- 
loppante de l’arête de rebroussement ; en sorte que si l’on complète 
l’intégrale de manière que sa valeur soit nulle lorsque a a une valeur 
déterminée , par eicmple , lorsque l’on a a = o , le point sera sur 
la développante qui passe par l’intersection de l’arête de rebrousse- 
ment avec le plan des x , jr. 

Prenant donc cette première développante comme imc origine 
arbitraire à laquelle nous rapporterons toutes les autres , et con- 
sidérant que chacune des autres développantes a tous ses points 
à égales distances de la première j si l’on suppose que pour l’une 
quelconque d’entre elles , cette distance soit exprimée par 0 , les trois 
coordonnées d’un point quelconque de cette nouvelle développante 
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seront 

(fl •\’Jhda) 

J' = 4-x(fl+/-ï^.), 

» = -~X(fl+/W«). 

Les Taleurs de ces trois coordonnées sont donc ceUes d’un poinF 
déterminé sur la surface développable par les valeurs des deux quan- 
tités • , fl , dont la première indique la tangente de l’aréte de 
rebroussement , dont la seconde indique la développante de celte 
arête , et qui , par leur intersection , déterminent ce point sm- la surface. 

XIX. 

11 n’est peut-être pas inutile d'observer en passant , i°. que , les trois' 
dernières équations appartenant au jioint général d’une surface déve- 
loppable , .St l’oti élimine entre elles les deux quantités a , , le résultat 
de réliminatioD en x ,j,z n’est autre chose que l’équation delà surface 
développable cllc-ménie; i*. que si l’ou élimine t seule, ce qui entraîne 
aussi l’élimination de J/ida , les deux équations résultantes 

ar — ^ = (s — «)<»', 

r— + = (»— «)4'i 

sont celles de la tangente dont la position est déterminée’ par h valeur 
de « ; 5 *. enfin , que si l’on élimine a seule ( ce qui ne peut s’effectuer 
tant que les fonctions et 4 regardées comme arbitraires) , les 
deux équations rcsultaiilcs sont celles de la développante de l’aréle de 
rebroussement déterminée parla valeur de qui reste dans les équations. 

XX. 

Corsidérons actuellement la sphère mobile , et représentons par 
i*iis cuoruonnccs do son centre ; comme ce centre est un pouu 
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^eia surfice développable , on aura [.h i|].i 

f.: . i*= . — -^(J8 +/W-). " , 'at/»,- 5. 

D’ailleurs le rayon de la sphère étant constant lorsque son centre est 
sur une mérne développante de l’aréte de rebroussement , et variable 
lorsque le centre , passe d’une développante à une autre , ce rayon 
est donc constant et variable en même tems que /i , et par con- 
séquent fonction de /l. De plus , la forme de cette fonction dépend 
tiuiqiiement de la nature de la génératrice plane qui est arbitraire ; 
uinsi le rayon de la sphère mobile est une fonction arbitraire de /I que 
nous représenterons par » /I. Donc , l’équation en x de la qthere 

mobile sera , 

(x — + + (»||).j 

or , remettant pour x' , y , %' leur valeur , 

[x-, + .^(/»+/>W.)]-j 

+ [7 — 4 + -^ (^ \ = (,^)‘ 

que , pour abréger , nous représenterons par -If = o. 

Or , si l’on considère deux sphères consécutives dont les centres 
soient sur la même développante , la quantité J9 anra la même va- 
leur pour toutes deux ; leurs équations ne différeront entre elles que 
par la valeur de a qui aura varié de l’une à l’autre. Elles se cou- 
peront dans un grand cercle dont la circonférence passera par le 
point de contact de l’enveloppée avec l’enveloppe générale , et la 
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diflcrentiellc de M—o prise en regardanl « comme senle variable , 
e’est-à-dire , 



appartiendra à la circonférence de ce grand cercle. 

De raérae , si l’on considère deux sphères consccntivcs dont les 
centres soient sur la même tangente à l’aréte de rebroussement , 
les équations de ces deux sphères ne différeront entre elles que par 
la valeur de |l qui aura varié de l’une à l’autre. Ces sphères se 
couperont dans un petit cercle dont la circonférence passera encore 
par le- point de contact de l’enveloppée avec l’enveloppe générale ; 
et la drffércntielle de M=zo prise en ne faisant varier que /> , c’est- 
à-dire , 



appartiendra à la circonférence de ce petit cercle. 

Donc on aura pour le point de contact de la sphère mobile avec 
l’enveloppe générale , les trois équations 


M ~o. 



mais le point de contact, en vertu des valeurs dont sont susceptibles 
les deux iudétenuinées ^ , peut être transporté successivement sur 
tous les i>oints de la surface engendrée , qui n’est autre chose que 
le lieu de tous les points qu’on peut obtenir en donnant successive- 
mentà « età ^ dans ces trois équations toutes les valeurs possibles, 
doue le résultat de l'élimination dcs,^deux indéterminées « et fl entre 
les trois équations précédentes est cnx,_^ , î , 1 équation intégrale de 
la surface engendrée. 
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XXI. 


' " . • JV ** » 

Si des trois équations précédentes on ne considère ^que les deux 
premières , | 

M =0, 


( 


dM \ _ 
~dT ) ~ 


dans lesquelles la quantité fi ait une valeur déterminée et constante , 
il esc clair quelles appartiennent à la circonférence du grand 
cercle dans laquelle la sphère mobile est coupée par celle qui est 
de même rayon et infiniment voisine. Le plan de ce cercle est 
normal à la surlacc développable , et passe par une tangente à l’arèie 
de rebroussement ; son centre est toujours sur une même dévelop- 
pante de cette arête ; la position du centre sur la développante est 
déterminée par la valeur de a ; et le rayon est constant. Le lieu de tous 
les cercles qu’on obtiendroit en donnant à a. dans les équations 
toutes les valeurs possibles , est la surface d'un tuyau à section 
circulaire j de rayon constant , et dont l’axe curviligne seroit une des 
développantes de l’aréte de rebroussement de la surface dct clop- 
pable. 

Donc le résultat de réiiminatlon de x entre les deux seules équa- 
tions, est en X , y , s et .8 l'équation intégrale de la surface du tuyau 
à section circulaire , constant de rayon , et dont l’axe curviligne est 
une des lignes de courbure de la surface développable; cqiialinii dans 
laquelle la valeur de /> détermine quelle est la ligne de courbure qui 
sert d’axe curviligne. 

La surface de ce tuyau est un c.as particidier de la surface engendrée ; 
ccsi celui où la génératrice plane , constante de forme cl de position 
dans son plan , est la circonférenœ d’un cercle ; et nous avons déjà 
vu qu en le supposant mobile en vertu de la variation de son para- 
mètre fi , elle est une cuveloppcc de la surface engcmlrce, considérée 
comme une enveloppe simple. 


(5oa) 

XXIL 


De mêipe , si des trois épations qui comportent l’équation inté- 
grale de la surface engendrée , on ne considère seulement que la 
première et la dernière , c’est-à-dire 


M ='e, 



dans lesquelles a ait une valeur déterminée et constante , il est évident 
qu’elles appartiennent à la circonférence du petit cercle dans lequel 
la sphère mobile est coupée par celle qui est infiniment voisine et 
dont le centre est sur la même tangente à l’aréte de rebroussement 
de la surface développable. Le plan de ce cercle est perpendiculaire 
à la tangente ; son centre est sur cette même tangente , et la position 
du centre est déterminée par la valeur de /t. Le lieu des circonférences 
de tous les cercles qu’on obtiendroit ainsi , en donnant dans ces 
deux équations toutes les valeurs possibles à |B , est évidemment une 
surface de révolution autour de la tangente considérée comme axe. 
Donc le résultat de Félimination de fi entre ces deux équations seule- 
ment est ca X , J'y Z et > l’équation intégrale d'une surface de révo- 
lution dont le méridien est arbitraire et invariable , qui est lixe stir 
son ase , et dont l'axe est tangent à une courbe à double courbure. 
Dans cette équation , la grandeur de ,<i détermine la position de 
l’axe de révolution. 

Cette surface de révolution est encore un cas particulier de la sur- 
face engendrée ; car elle n’est autre chose que ce que celle-ci devient 
lorsque la surface développable , autour de laquelle roule le plan 
générateur , est réduite à une droite ; et nous avons vu qu’en la 
supposant mobile en vertu de la variation de son paramètre « ; 
c’est-à-dire , qu’en supposant que son axe roule sans glisser sur l'aréte 
de rebrpussement de la surface développable , elle est une autre enve- 
loppée de la surface engendrée , considérée comme enveloppe simple. 
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XXI II. 

fteprenont lef trois équadons 

M — o\. 

• " / m \ H. 

f dM\ 

\d^J 

et supposons que des deux quantités « , ^ la premÿrc ait une valeur 
déterminée et invariable , tandis que la seconde est encore susceptible 
de toutes les valeurs possibles. Le centre de la sphère mobile ne 
pourra plus se tran.sportcr sur tous les points de la surface deve- 
ïbppable ; il ne pourra se mouvoir que le long de la seule tangentë 
de l'arête de rebroussement déterminée par la valeur de d. Le point 
de contact de la sphère mobile avec lh;nveloppc générale, point auquel 
appartiennent les trois équations , ne pourra plus parcourir succes- 
sivement toute cette enveloppe; quelque valeur que l'on donne à f, 
il se trouvera toujours sur la courbe de contact de l’enveloppe géné- 
rale avec la surface de rcvoluiion autour de la tangente individuelle 
d '.erminée par la valeur de ». Or , cette courbe de contact , qui est 
le lieu du point pour toutes les valeurs possibles de |i , est évidemment 
la première caractéristique de la surface engendrée. Donc, si entre 
ces trois équations on élimine la seule quantité /i , les deux équations- 
résultantes seront en ar , », et sous forme intégrale, celles 

de la première caractéristique de la surhtee engentirée , et dans ces 
équations la valeur de » déterminera la caractéristique individuelle. 

X X 1 V..' 

Supposons , au contraire , que dans les trois équations du point 
de contact de la splære mobile avec l'enveloppe générale , ce soit'jB' 
qui ait i-ue valeur délermiuce et invariable , tandis que » est à son' 
tour susceptible do toutes les videurs possibles-, le centre de la sphère 
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mobile ne pourra plus se mouvoir que sur une certaine développante 
individuelle de l’aréte de rebroussement , développante qui sera 
déterminée par la v».leur particulière de j9. Quelque valeur que l'o'n 
donne à <t , le point de contact se trouvera sur la courbe de contact 
de l’cnvcloppc générale avec la surface du tuyau circulaire dont l’axe 
curviligne correspond à la valeur particulière de jH. Mais cette courbe 
de contact , lieu de ce point pour toutes les valeurs possibles de a , 
est la seconde caractéristique de l'enveloppe générale; donc si , entra 
les trois équations 

M U, 



ou élimine seulement U quantité > , les deux équations résultantes 
seront en a; , , s , /> , et sous forme Intégrale celles de la seconde 

caractéristique de la surlace engendrée , équations dans lesquelles la 
valeur de déterminera la caractéristique individuelle. 

XXV.' 


Le raisonnement que nous venons de faire pour trouver les équa- 
tions intégrales des caractéristiques , est général , et peut être employé 
pour toute surface dont l'éqnation résulte de l’élimination de deux 
indéterminées ■ , |9 entre trois équations dont les deux dernières sont 
les difrérenlicllcs de la première prise en regardant a. ( pour l’une ) 
et fi (pour l’autre) comme seules variables ; c’est-à-dire , pour toute 
surface , qui , dans son équation intégrale , est regardée comme 
enveloppe générale. 

Mais , dans le cas présent , et pour la première caractéristique , l’opé- 


ration devient beaucoup plus simple , car l'équation 



immédiatement 

(x_<f) 4) (a4"-4'-^) -(--«) = O., 
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'dans laquelle la quaniitc j9 a uaiurcllemant disparu , en sorte qne 
réliniiuatlon de est toute opérée ; ainsi cette équation appartient 
yi^niont à la première caractéristique. Or, pour une même valeur 
oe « , c'est-àidirc , pour une même caractéristique individuelle , cette 
équation est évidemment celle d’un plan ; donc la première caractéristique 
est une courbe plane, tl'ailleurs le pl^ P^ff. l'afête de 

rebroussement pour lequel pn a .r — iP» /~4 = Oi ® — « = o; 
de ^us,'îl est facile de reconnoltre qu’il est tangent è. cette arête, 
et normal au plan osculatcur de cette courbe ; donc le plan de la 
première caractéristique paasepar une tangente de l’arête de rebrous- 
sement , et est toujours normal à la surface développable , et par 
cobséciuent est toujourls tangent à la surface développable , deve- 

a .^1 , i . 1 il U • ' ai I . «. . 

ioppee de cdle-ci , etc. Propositions que noqi avions trouvées 

précédemment par des considérations géométriques , et qui se dé- 
duisent analytiquement de i’équaiioo intégrale obtenue par d’autres 
considérations. 


l 


XXVI. 


Recherche des équations aux différences partielles du premier ordre. 


Le propre des équations aux dilTérenccs partielles du premier, ordre, 
est d’exprimer les propriétés, des suriaces par ^apport à leurs plans 
tangens ou à leurs, normales.; il s’agit donc .d'exprimer que toutes 
les normales sont tangentes à une même surface développable, ou 
que chacune d'elles est dans an plan tangent à une même surface 
développable. . , 

En représentant par x , y,z les coordonnées du point de la surface , 
et si l’on représente par s! celles de ila normale en ce point, 

les équations de la normale sont 


.1 ■) 


' x' X+pfs' 2) = O , 

— 2 ) = 0 : ■ 

or , l’équation du plan tangent à une surfitee développable quelconque. 


Mt 
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dans laquelle la valeur de «' déiemu'ne le plan tangent indiTÎdael , ef 
dans laquelle les formes des deux fonctions ♦ et ÿ sont invariables j 
et la surface développable est foùjcmrs la même. Il faut donc que les 
deux équations de la normale satisibssent à celle du plan ; mais si l’on 
élimine entre ces trois équations deux quelconques des coordonnées 
x', J-', z', la troisième disparolt aussi , et l’on a 

' • ' I ■ 

. • ■ I ••I-.’ •, ' ■ I =a O ,■ ( • .i .,1 


équation . qui doit avoir lieu pour tous les points de fa surface. Di#' 
plus , le point de la surface devant se. trouver sur le plan tangenS 
à la surface développable , on aura aussi 


' Donc , une des équations aux différences partielles du premier ordre 
de la surface proposée est le résultat de l’élimination de l’indéterminé* 
a' entre les deux équations précédentes. 


xxviï. .. 

On peut obtenir le même résultat par la considération du planr 
langent dont la propriété ' est évidemment d’ctre'’conslamniciit per- 
pendiculaire au plan générateur. En 'effet le- plan générateur étant 
toujours tangent ii une inéme surface développable , a pour équaiiuiS 

1 i • : <1, .1' - I 

de plus, l’équation du plan tangent cst’évidemracns ‘ 

; . .1 * =!;nr-t- constante , • . i, : . 

* I . • ^ 

dans laquelle les quantités p, ç et la constante sont fonctions de» 
coordonnées du point de contact , constant pour chaque plan tangent -, 
or , ces deux plans doivent être rectangulaires j donc , il doit y avoir 
entre les coelliciens de leurs équations la relation suivante 

_ . I = O. ' " '* 
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On a donc ponr tons les points d’une m^ne génératrice plane , 
déterminée par la valeur particulière de a.', les deux équation* 

, . o = pe«'ri-9Ÿ«'+ I, 

donc, le résultat de rélimination de •' entre les denx équations ap- 
partiendra au lieu général de la génératrice plane, c’est-à-dire, à la 
furlace qu’elle engendre par son mouTement. 

XXVIII, , 

Si , dans les deux équations précédentes , on regarde comme 
constante , la seconde est celle d’une surface cylindrique à base 
quelconque , dont la droite génératrice est constamment perpendi- 
culaire au plan qui a pour équation la première : or , les quantités 
P et q qui entrent dans l'équation de la surface cylindrique , sont 
les mêmes que celles qui apporiiennent à la sur&cc engendrée ; donc , 
la surface cylindrique touche, la surface engendrée dans toute l'étendue 
de la caractéristique plane 'qui peut être considérée comme sa base; 
donc', on peut la regarder comme' Fenveloppée cylindrique de la 
surface engendrée ; ce qui fournit la génération suivante. 

Si l'on conçoit qu'une surface cylindrique quelconque, constante 
de base, se meuve de manière que si on la considère dans deux 
positions consécutives, la courbe suivant laquelle les deux surfaces 
cylindriques se coupent soit toujours dans le plan parallèle à la basa 
mobile , cette surface parcourra un bs'pace dont l’cnvdoppe sera la sur- 
face que l’on considère. ■ i i.. i. ' 

XXIX. 

Nous avons vu , article IV , que si le lieu des centres d’une des 
courbures est une surface développable quelconque , l’équation do 
lieu des centres de l’autre courbure est le résultat de l’^minatioa 
de « entre les deux cquatlobs ” 

.1, 1 = 4-y4« -1- , , ■ . 

' ‘ ' ■ " O = p*a -j- ^>1'» -|- I J . I ■ 


f 3o8 ) 

or, nous renons de voir que celle méme^équntion est celle de la 
surface engendrée par Une courbe plane dont le plan ronie sans 
glisser sur la même surface développable; la surface que nous con- 
sidérons est donc telle que le lieu des centres de la courbure prise" 
dans le sens de la génératrice plane , est une surface soumise à la 
môme généraiion qu’elle; ce que nous avions déjà trouvé par de» 
cousidérations géométriques. " 

' 1 1- I . J. ... j •! 1.1. '■ ' .'I 

lo 'O-'X'XX.-i -1 -.0» ,• : 


La quantité que nous représentons par dans l’équation aux diffé- 
rences I 
par 


CCS partielles , n’est pas la ntôtiic que celle que nous avons exprirpéer 
■'dans l’intégrale; de môme lès fonctions àr^itraires'« et ''ène 

" ‘ .1, /Il -Il .11 . i.OVIl f.t , lln'ui't,.! 


sont pas les mtees que les fonctions <» et 4.fftu entrent dans finte- 

-I , . ■ ..I.IH • ' . , II. • ■ It ■ lire, . 11 ‘v 4'!C1I rt, 

gralc ; mais ces six quantités ont entre elles une relation qu u .est ^ 
facile de trouver. En. effet, Féquation 




craie: mais ces six quanlîtés oi)t entre elles une relation qu*ii , cm 

?.. . TP sr. 1*» ‘ 

refila» ftM iTsrvtsvot* n n ^fTs<t| . • <^f*UatlOIl *1 ^ 

i .H'* ;» irn v J*i <• 

, ., ,j! 1 *3ï «•■' “t* n s !p liu 1 il 

■ «•■1,11.1 > ' V U- . .•ii.l ,» .i 

est celle du plan gibieraieur pour lequel ,, article XX V nous avo» 

trouvé une autre équation en «, 4> 4- Si l’on met celte àeruièriè 
équation sous la forme précédente ,, on a ^ 

■^» »P-f44V.> 

liA- ’- - 'Ij 

.... '■I liioi'prl jaiïviiK srii. ci i.i , • .v; i ■i.:j<ii ; 

Ces, deux .équaiiops ^pfit^mt at^ même ,phn,.fl, fau<.^qu<î }«i)r» 
coefficiens soieor rç^pccüyeuient égaux ; , donc , en mettant, pow 
sa valeur 4'4") . on aura les troi^ équations .q gjpt 

, , . , A- (<>,'' 4-44") m 

«' = « + <»<» +44 ÏV"++ 4 ^’ 

, . ■ i; i?. ■ ,, , '1 h'^ll •' twyta 

éV' + 4'4" 

in ** ,î;4l ifîÛ.l 

yy/ 4 /-^^ Vi! 


U i 

0 L' iulu: 




‘J ’-'it 


-4' + 


an reste , ces trois quantités 'à', ‘Va' sont les coellîciens du plan 
qui touche l’aréie de rebsoatseoient. av point dont les coordonnées 



- ( Sog } 

sont , -j-* I « I et qui est perpendiculaire au plan qui osculc In courbé 

eu ce point. ! 

D’après cela , il est facile de vérifier que l'cqualion aux difTérencc» 

partielles du premier ordre que nous tenons de trouver dircclcment 

par les considérations géométriques , est la même qu’une de celles 

qu’on auroit obtenues en dificrenliiml l’intégrale comprise dans les 

... „ ' ’ 
trois équations A/ = o , l'j” ) — o, l “jJ*" y *®’ ® > 

l’article XXVj et de ce qui précède , il suit que l’équation 1 ^ .' " Y :3s o 
est la même que ■■ — - 

1 = -f- y. 

De plus , SI on diflerentie Af = o , en re ga r d ant suee^s^ivement æ , 
comme seules variables , et en regardant a , fi comme constantes , ce à 

quoi on est autorise en vertu de I — ^ — 1 = o , r ■ 1 = o , on 

obtient deux autres, équations qui, par l’élimipatiou dc,^, et en vertf 
des valeurs précédentes, produisent , „ ■ i,i 

’ ' • ' t=0) ' 

comme nous l’avons déjà trouvé, . . . . \ • 


XXXf. •. . ‘..''j 

Si l’on voulolt traiter cette équation aux difTéreiices partielles dû 
premier ordre pour l’intégrer , il faudroit d’abord chercher l’équation 
de la projection de sa caractéristique sur le plan des x, y, et od 
trouveroit 4 1 1 .. .1 

' 4 ni'- • lii 

i ■ .1 '> • • 4 I 

ce qui donneroit pour les projections de la même courbe sur les deusi 
autres plans . , . , , . 

+ dæ = O i ' ' ‘ " ' ’ ' 

T.. .T J. . 

■ira'dz dy — O f J 

équations dont deux quelconques comportent ta troisième ; or, cet 
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équations sont ëTidemmeiut celles d’iMe .courbe perpétaeUemmt nor> 
male au plan qui a pour dquaiion 


«t qui est mobile en rertu de la variation de af-, donc , la caraciéristiquf 
dont il s'agit ici est une trajectoire orthogonale du plan générateur , ce 
que nous savions déjà. - ^ 

Si , des trois denûères éqnatioiu , on tire les valeurs de e«', 
on trouve 

xdx + rdy + uh 
• - % ’ 


♦e' 




Donc, 'si l'on établit que de ces trois quantités ditrérendcHes , deœt 
quelconques sont foncdons arbitraires de la trobiéme , on aura les deux 
/équations aux différences ordinaires de la caractéristique , qui seront 


■4-;-dy + s«& >\ . djr 

di J dz ' 

*• ' 

XXXIl. 

L’équadon intégrale contenant les trois foncdons arbitraires e , 4 , v , 
doit être suscepdble de trois équadons aux différences partielles du 
premier ordre ^ dans c^cune desquelles une des trois foncdons arbi- 
traires int disparu. Nous venons de trouver celle de ces trois équadons 
qui est délivrée de la fonedon n , il resteroit donc à trouver celles 
qui ne condendroient que 0 et » pour l’une, et 4 et ir pour l'autre. 
Ces deux équations sont de la nature de celles qu'on a coutume de 
regarder contpae intégrales interiné^aires qui n’cxbtcnt pas ; elles 




(îll) 

eii'sfeDt neanmoins ,* mais on ne pcot les obtenir que sous la fornie 
d’cqualions aux ditlércnccs mêlées , ordinaires et partielles , cellcs-^i 
étant du premier ordre. Je ne pourrois être clair sans entrer dans 
des détails prélkninaircs trop, étendus ^ et je réserve à en parler dans 
nn Mémoire dont Tonique objet sera la théorie et la construction des 
Surfaces exprimées par les équations aux diflcrenccs mêlées , ordinaires 
et partielles r et dans lequel la surface dont nous'. nous occupons, 
entrera comme un exemple remarquable. 

xxxiiL “ , 


Recherche des éqiiatiùns aUæ différences partietles du second ordre. 

Les équations aux düfcrencés partielles du second ordre expriment 
les propriétés des Surfaces, relatives on à leurs lignes de courbure' 
Ou à leurs rayons de courbure. Or, la surface quemous.considé* 
rons jüuk , par rapport à ses courbures ,• de deux propriétés qui 
conviennent à toutes les surfilces tndrviduélles' de isF tudme gcnéétf- 
tion , et qui ne conviennent qu’à elles ; la première est qu'une de ses 
lignes de conrirare est constamment plane J la seconde es» que pour 
l'autre ligne de courbure le rayon de la première courbure est constant.- 
Donc, pour trouver les équations aux difTéj-ences partielles' du second 
ordre , il faut exprimer ces deux propriétés. Occupous-nous d’abord 

de la première. 

Un plan ne peut convenir à toutes les lignes successives d'une 
même courbure, à moins qu’H nie soit mcdxilc en vertu.de la variatiob 
d’un seul de ses paramètres ÿ ou que son équation ne soit de cette 
forme . . , 

. !.. _ i,..r iü ^ .1. ; .. 

, , • ' ■ T • t 

dans laquelle a est cbnstanté pônr chacune des lignes de courbure 
plane, et variable d’une de ces lignes à la suivante. De~plus, ce plan 
devant contenir tontes les normales à la surface qui passent par les 
points de la ligne de courbure., on doit ivoir Téquation 

/>0<t + q-Va. -4- I 


= o. 
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AcUiclIemenl l'équaiion générale des lignes de courbure est , comme 
on sait , 

{djr. + pdz) dq =t {dj + qdz) dp. 


Pour que cette couri>e soit dans le plan , il faut que la râleur de 

' . , . ' . , 

produite par son équation , soit égale à celle que donne réqua" 

lion du plan , différenliée en regardant • comme constante , c'esU 
à-dire, soit égale à Faisant cette substitution, on trouve 

’ O ^ 

(ÿ» — ç) (re« -f-r = («Sa — p) (jO(t -1- 


On a donc entre les trois quantités a, «a, ■t'u, trois équations 
desquelles il est facile de tirer les valeurs , et entre lesquelles oq, 
peut par conséquent éliminer l’indélermince «. 

En faisant , pour abréger , i +p* + y* = à* > et 

4à'(rt— »*)} = af^ 

ou trouve pour les quantités «, o«, '!'« les valeurs suivantes 


* pqr — p'j f — p<jt * 

•»=s ps + qt — qy 

* pqr.^(^^—p^)s — pqt 

♦,= pr+qi—py ' ; 

pqr+{q’—p')s—pqc 

Donc , en éliminant a , on a pour la sur&ce les deux équations aux 
différences partielles du second ordre 


ps+qt—qy _ / æ(ps-^t—qy)—^ (pr-\-qs—py) \ ^ 

pqr+{q'—p')s—pqc pqr+(q'—p-)s—pqt J’ 

pr +qs^py _ ^ / æ{ps-\-qt—qyy-qr{prJrqs~py) \ 

pq^q'—p')*—pqt V pqr+iq‘~-p')s—-pqt J- 

dont chacune contient encore une des deux fonctions arbitraires ♦ , ♦ , 
et est par conséquent aussi générale que l'intégrale Unie qui eu 
contient trois. ^ i . . . 
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XXXIV. 


Les deui ëqnaiions que nOtis venons de trouver d’apres la propriété 
que la ligne de courbure a d’être plane , auroient pu être obtenues 
par la diflërentiation partielle de celle du premier ordre. Pfous avons 
ivü en effet , article XXVI , que celle-ci est le résultat de l’éliminatiou 
de a' entre les deux équations 

— - ■■ 7 ' *_= xea'-l-_7"t'a'-l-a', — • • •• , 

O q-Va,' l. ‘ 

Or , si l’on diffcrcnlie partiellement ces deux équations , et si l’o» 
)(àit </a' = p'dj: + q'd^\ on a - . - . \ 

— q zsi M(jl, 

ira' — p' = Alq' , :vi’t ' .! . .*• 

. ‘ ■ >' -.r r*a''+s*a' = N‘p>, ' ^ ' • 

s*a'-+-ïw = AV, • 

dans lesquelles il est inutile de développer les valeurs de , N, qui 
contiennent «>' et V. neiraiicliant le produit des deux moyennes du 
produit des deux extrêmes , les quantités M, N, p>, q' disparoissent 
toutes quatre , et l’on a > 

('*'«' — 9) jŸ<t') = (*«' — 'p){s9a' •\~t1ra') 

ce qui donne entre les trois quantités a' , ♦«', ira' les mêmes équations 
que dans l’article précédent nous avons trouvées entre s , , 

et qui , par 1 élimination de a' j produisent les mêmes équations 
dhTércnces partielles secondes. 

XXXV. 

Le radical que contient la quantité V est celui qui entre dans 
l’expression du rayon de couibure : si donc on prend sa valeur dans 
cette expression , pour la substituer dans celle de y, en nommant R 

40 
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le tayon de courbure , on aura 

f'=(i+< 7 >)r— ap^r4-(i +p*) f + 

9 

«t employant pour V celte valeur , an lieu d’une abréviation qui a 
quelque chose de capricieux , on en aura une autre qui emploie le 
rayon de courbure. Faisant donc cette substitution , les valeurs de 
a, «a, 'i'a deviennent 


.... - 1 pï)]+C9a:— pr)(rt— J')/? 

px-«H- ’ 

— ps) - 4- 7 (rt — s') R 

hi{qs — pt)—p{rt—s')R 

^ A[pyr+(9>— p')f — pçf] 

^ ' 

et mettant pour « sa valeur dans les deux autres équations , on aura 
les deux équations aux difTérences partielles du second ordre. 

Il est nécessaire de remarquer ici que le rayon R qui entre dans 
CCS équations est celui de la courbe plane. 

, XXXVI. 

' 1 

X • 

On auroit pu se contenter d'employer une seule des trois équations 


Z z=. X4|« +y 't'« + a , 

O = + Ç+a + I , 

(S'a — q) (r^a SS'a) = (*a — p) (jOa + tS-a) 


pour chasser des deux autres l'iinc des deux fonctions arbitraires ; 
et alors les deux équations aux diflërcuces partielles du second ordre 
auroieut été l'une , le résultat de réliniliialiou de a entre les deux 
équations _ y 

î 4- ;>'•'« , , 

Z = JC^a. — Y - ■ - ^ a y 


(l + 9 *-i-p'»a) [lyr^a — s(l+p*a)j 

-4- 7 («-a — p) [7S*a — f (t 4- p«a)J = O , 
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et l'aulre le r&nltat de rélimination de > entre les deux mûvantes 

^ t ^ 

.. , _ , 

j = — 1 $ 

, • . > Pi 

0= pi'*'» — ?)[.•(. + — pf*»] 

+i*+p'+ç*»)ifi*+ç*»)--p**»it 

d’où l’on Toit que si le* fonctions ♦ et ÿ éioieiit déterminées et 
connues , ces deux dilféreiMieUes secondes secoiem linéaires en r , s, ( ; 
ce qui .prouve que la surface à laquelle* elles appartiennent peut 
être engendrée par une courbe déterminée qui est ici la génératrice 
plane , et qu’il nest pas nécessaire de la considérer comme .me 
enveloppe. J_ 

■ XXXVII. 

S’il s’agissoit d’intégrer l’une ou l’autre de ces équations sous la 
forme que nous venons de leur donner , et à laquelle on peut tou- 
jours les rssneaer en égalant à • la quantité qui est sous les fonctions 
arbitraire* , il iandroit d’abord chercher les équations de la caracté- 
ristique; or on sait que si la différentielle de la proposée, prise en 
regardant r, s, t comme Kules variables, est 

Bdr+5ds+ Tdtz=o, 

i 

FéquatiOn de la projection de la caractéristique mr le plan des x, y, 
est 

Bdj» — Sdxdy Tdx' = o. 

En opérant donc sur la première , on tronve pour la caractérisüqnc 

dr'iT+y-\-p*»)q** . J' 

+ dxdy[i(j' 1 (. +p*») — 7*e« (♦« — p)] , \ = O , 

— tir’9 (i -l-pe«)(e« — p) ) 

». . 

équation qui a deux facteurs rMiooaelsetqui produit les deux éqiiaûoM 

i<p+*'\-p*»)dj — ^i*»—p )rfx = o, 

(i -j-p«a)dr = o. 


•(•3'C-) 

On peat conclure de là , i°. que la surface a deux caractçrisiiquaS' 
indépendantes et dont l'une quelconque peut changer , tandis que 
l’autre reste la même; 3°. .que. les fonctions arbitraires qui com- 
plètent les intégrales premières et finies , sont composées de deux- 
quantités différentes pour l’une et pour l’autre. 

L'équation de la première caractéristique peut facilement être mise' 
tons la forme ... 

, .1 , 

1 1; œc ~ — ay f' i:. • . 


et' l’équation arbitraire de la proposée est 

. .ï , - ■ * ' ' 


Z — x*m. 


• i' 9 


J + ‘i- 



Or , de CCS deux équations , la première est la différentielle de la- 
seconde , prise en regardant « comme constante , et toutes deux ont 
lieu pour la première caractéristique; donc, pour cette caractéristique, 
ta quantité a est constante , ainsi quë les deux cuelCciens de l’éijuation 


dz = *xdx- 


■ T-\-p^cl' I I.f lU' - I • 

‘7 L.j ■ 


donc le coefficient de dj- doit être unë fonctioii arbitraire de a ; et si 
l’on représente cette nouvelle fonction par S'a, on aura 

pCa -t- ^•J'a 4- I = O ; 

d’où il suit'C^'une des intégrales' premières de la proposée est le 
résultat de l’élimination de a entre les deux équations., 


I = xOa -f-^-fa a , ^ 

. O =p«a -1- 7’1'a -|- l', 

' , . ■ ■■ -- ''l , 1 • ■ ■ ^ I > 

ce que l’on savoit déjà. t , , " ' 

Quant à la seconde caractéristique , son équation que nous venons 
de trouver peut facilement être mise sous la forme 



•\ ■ ' 
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Atcti.iDt pour céite valeur diins 1 ’éqiialiuii au.xilinirc, on a 
xJjc jdy zdz , 


ce qui produit deux des équation^ dc’cettc caractéristique que nous 
âvbus trouvées article XXKI. 

• xxxvnr. 

fiduÿ avons déjà dît que la surface engendrée jouissoit , par rapport 
à ses courbures , d’une autre propriété générale qui pouvoit servir h 
en donner une définition cortiplète : cette propriété est que pour touS 
fes points d'une même Hgne de la seconde courbure , le rayon de 
la première courbure est constant. En effet , chacun des points de la 
génératrice plane engendre une des lignes de la seconde courbure : 
or , cette génératrice est constante de forme ; donc pour le mémo 
point générateur , le rayon de courbure de la génératrice , c’est-à-dire, 
le’ rayon de la eourbuèe‘ plane de la sutfacc, est cOnstant. 

La ligne de^ la seconde courbure étant toujours normale au plan 
générateur , 1rs équations différentielles de ses projections sur les trois 
plans rectangulaires sont 

9adj'- — 'fadjc=zO‘, 

I =0, 

'f'a.dl dj' = 0 . 

Donc la sot-face est telle que si le point de la génératrice' plane nè 
change pas , c'est-à-dire , que si l’une des trois équations précédentes 
a lieu , par exemple ' 

9ady — ■lr»dx = d , 

le rayon de courbure R de la génératrice plane ne change pas. 0 faut 
donc que l’on ait 

1 *tdy — •ifm.dx TvRdR. 

.Si.daiu celte équation on met pour «« et les valeurs que nous 
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avous trouTccs article XXXV , et qui coutiennent la même quantité 
/î , ou aura une équation aux difiërences mêlées , ordinaires et par- 
tielles , qui seule exprimera toutes les surfaces soumises à la géné- 
ration dont nous nous sommes occupés. Cette équation est aux 
diOTérences partielles du second ordre , puisqu’elle contient les quan- 
tités r, s, t , R: elle est délivrée des deux fonctions arbitraires 4>, 'i' 
qui dépendent de la nature de la surface développable sur laquelle 
roule le plan générateur ; et elle ne contient que la fonction n qui 
dépend de la nature de la génératrice plane ; elle est de plus aux diffé- 
rences ordinaires : elle est donc la différentielle ordinaire do la 
troisième équation aux différences partielles du second ordre , équation i 

quelle peut suppléer , soit pour descendre de l’intégrolo finie à 

I c<{uation aux difiërences partielles du troisième ordre , soit poui* 

rcuiunter de celle-ci à l’intégrale finie. ■ I 

XXX IX. I 

L’équation aux différences mêlées qne nous venons de trouver , 
est la même que celle qu'on auroit obtenue si l’on avoit d’abord 
différentié l’équation intégrale de l’article XX aux différences par- 
tielles du second ordre ; ce qui n’auroit pas suffi pour éliminer Fin- 
déterminée « et les fonctions ^ et 4 > ainsi que toutes leurs dérivées. 

II eût fallu ponr cela différentier ensuite une ibis aux différences 
ordinaires , ce qui auroit introduit le mélange des différences ordi- 
naires et partielles ; et alors l’équation résultante eût encore différé 
de celle que nous venons de trouver , parce que les quantités et 

n /> quelle renferme , ne sont pas respectivement les mêmes que R I 

et n /{ : mais il est facile de ramener l’une de ces équations à l’autre , ^ 

en observant, ce qui est évident, que la quantité que nous avons 
exprimée par n|9 dam l’intégrale , est précisément celle que dans 
l’équation aux différences mêlées nous représentons par R. 

XL. 

Recherche de P équation aux diffèrent fortifies du troisième ordre. 

Nous avenu vu que , pow tam les points de lo même ligne d’âne 
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courbure , le rajon de feutre courbure est constant. Or, on sait que 
fexpression du rayon de courbure et l’équation de la ligne de courbure 
sont 

R= ■■ / - .. K i +9’)s—a/»îJ+( * +/>’)<+ »/{[(> -H'V— W*+( ' <*'('•*-1’) } f 

dx (i+y)r — <•)} 

djr~ a[(i+î*)s— pï«] 


équations dans lesquelles le radical , qui est le même , a des signes 
difTérens , s’il s’agit de la ligne et du rayon de la même courbure ; 
mais , si l’on veut comparer le rayon d’une des courbures avec la ligne 
de l’autre , comme dans le cas présent, il faut que les signes du radical 
soient les mêmes pour fun et pour l’autre. 


dy 

Notre surface est donc telle , qu’en donnant à la valeur qui 


convient à la seconde courbure , c’est-à-dire , en faisant 


djr a[(>+9’)— 

ou le signe du radical est le même que dans la valeur de /I , on ait 
R sz coustautc ; par conséquent dR = o , ou 

Faisant cette substitution , et effectuant les diflcrentiatlons partielles 
de R , on aura réqiialiou aux ditlércuces particllas du troisième 
ordre. 

XLI. . 

Cette équation du troisième ordre que nous venons de trouver 
directement par les considérations géométriques, pouvoitêtre obtenue 
par la différentiation de cliacunc des trois équations du second 
ordre. Commençons d'abord par l'équation aux différences niclces , 

♦ a rfy — 'i' a rf.c = n RilR , 


* 
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«pi , étant regardée comme une diüürentielle ordinaire totaje , donna 
pour (litTércnticUes partielles i 





£n éliminant la fonction , on a l’écpiaiion . 

qui , si l’on cflectne les diiTérentiations partielles de fl , et si l'on substitue 
pour a> et 4'a leurs voleurs trouvées ou dans l’article XXXUl ou dans 
l’article XXXV , produira la même équation aux ditférenccs partielles 
du troisième ordre. 

XLH. 

Enfin , c’est encore la même équation qu’on obtient par la difTér 
reniiation de l’une quelconque des deux autres équations du second 
ordre , et qui sont chacune le résultat de l’élimination de l'une def 
deux fonctions arbitraires entre les trob équation; 

s =xaa+_^4'« + « 1 
O = pa« + 9 "t'a -|“ I • 

('{’* — ç) ra a + r* a) = (a a — p) (saa + t 't'a). 

Cest celte équation que nous allons effectuer , parce quelle présenta 
des formes plus simples. Soient 

dr— udi-^-tudy, 
ds = tudx v>dy , 

' dt ~ wdjr + t'dj i 
d.0. = j>/dx + 
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En (Iltrcrcuûuut parllcllcmcnl IVijiialion en r, s, t, on trouve 

('t'« — P)(*’ + (♦« p) ((«*« + H' '!'«) + (rt — f ’)'!'« = Lp', 

("t'a — </)(«r*a-J~1V*a) — (<>a — ^>)(w*a + t> t'a) — (rt — s') «a = />jr', 

mais , en diflcrenüam partieUement l’cquaiion en ar , , s , on a 

« a — P — Mp ' , 
t'a — 9 = Mq' , 

dans lesquelles il est inutile de développer les valeurs de L et de A/. 
De ces quatre équations , si l'on multiplie l'une par l’autre les deux 
extrêmes , et l’une par l’autre les deux moyennes ; et si l’on retranche 
l’un de l’autre ces deux produits , les quantités p', q', L et AI 
disparoisscnt à la fois, et l’on a 

(♦a — q)' (u<>a-f'U/t'a) — a(t'a — q) («a — p)(a/ 4 'a+Wt'a) 

+ (*a — p)' (w«a ("t'a) — ■*’)(»+ «â’+ Ta’ ) 

équation dans laquelle il ii’y a plus qu’à substituer pour «a et t'a 
leurs valeurs en difl'érences partielles du second ordre, que nous avons 
trouvées article XXXIII ou XXXV, et l’on aura l’équation aux diffé- 
rences partielles du troisième ordre , qui exprime généralement la 
surface que nous considérons , indépendamment de toute fonction 
arbitraire. 

Cette équation, comme on voit, est linéaire en u , tu, w, c. 

J* en resterai là par rapport à cette surface , sur laquelle je me 
propose de revenir comme exemple, lorsqlie je traiterai de la cons- 
truction et de l’intégration aux différences mêlées , ordinaires et 
partielles : mais elle a quelques rapports avec une autre surface dont 
je ne crois pas qu il faille la séparer , et dont je vais m’occuper dans 
le paragraphe suivant. 
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§. XXVI. 

Sur Ui surface courbe qui enveloppe Fespace parcouru par une 
sphcre variable de rajon , et dont le centre parcourt une courbe 
à double courbure quelconque. 

I. 

Si l’on suppose qu’une splière variable de rayon se meuve de 
manière que son centre parcoure une courbe à double courbure quel- 
conque , cl que la grandeur de son rayon dépende de la position 
du ci’nlre , cette surface parcourra un espace dont l’enveloppe est 
la surface dont nous allons nous occuper. Je pourrois citer plu- 
sieurs exemples de surfaces soumises à celle génération , dont une 
des plus remarquables est celle do la colonne torse , qui n’est autre 
cliose que l'enveloppe de l’espace parcouru par une sphère variable 
de rayon , et dont le centre parcourt une hélice de vis dont l’aie 
est vertical. 

I I . 


Le centre de la sphère mobile étant assujéti à être sur nne courbe 
à double cjurbure , scs trois coordonnées ont entre elles les deux 
relalions exprimées par les deux éipiallons de la courbe ; ainsi deux 
d’entre elles sont fonctions de la troisième; mais le rayon qui dépend 
amsi de la position du centre. , doit être de même une fonction de 
l’ordonnée principale; donc le rayon et les trois coordonnées du centre 
sont tels que trois de ces quantités sont fonctions de la quatrième. 
Lrenant donc le rayon Ini-méme pour quantité principale , et en la 
représentant par a. , les trois coordonnées du centre seront des fonc- 
tions de a , et CCS fonctions seront arbilraires. Ainsi, pour une valeur 
du rayon égale à « , l’équation de la surface de la sphère mobile , 
considérée comme enveloppe , sera 

(x — etA’ (j — 4«)‘ + (î — T«)’ = «’ , 
drus laquelle les trois fonctions <fr 4 > ^ so“t arbitraires. 
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Pour avoir une équation de la caractéristique, c’est-à-dire , de l'inter- 
section de deux sphères consecutives , il faut dillércntier l’équation de 

(■^ — O' — 4) 4* 4" (î — 7 t) V + * = O. 

Mais la caractéristique , à laquelle appartiennent les deux équations 
précédentes, peut être regardée comme la génératrice de la surface 
enveloppe , en regardant cette courbe comme mobile dans l’espace en 
vertu de la variation de «. Or, ce qui revient au même, l’enveloppe 
n’est autre chose que le lieu de toutes les caractéristiques Individuelles 
qu’on übtieudroit en donnant à a. successivement toutes les valeurs 
possibles J donc l’équation intégrale de l’enveloppe n’est autre chose 
que le résultat de l’élimination de * entre les deux équations précé- 
dentes ; opération qui ne peut s’effectuer que lorsque les formes, des 
trois fonctions e > 4 > sont déterminées. ^ 

III. 

L’équation intégrale de la caractéristique que nous venons de trouver, 
est évidemment en x, y, z celle d’un plan; donc cette courbe est 
rinler-scction de la surface de la sphère mobile par un plan aussi 
mobile , et est par conséquent la circonférence d’un cercle : mais ce 
plan ne passe pas par le centre de la sphère , puisqu’indépeudamment 
des trois termes qui contiennent x—<t, y— 4 et z— » , l’équation a> 
un quatrième terme a ; donc ce cercle n’est point un grand cercle de 
la sphère mobile ; donc son plan n’est normal à l’enveloppe en aucun 
point de la caractéristique , et ne contient aucune des normales de 
la surface. 

. IV. 

Si l’on considère la suite des caractéristiques dont la surface est le 
lieu, il est facile do rcconnoltre que deux quelconques d’entre elles 
prises consécutivement , se rencontrent en deux points qui sont sur 
la droite d’intersection de leurs plans. Le lieu de tous les points ainsi 
déterminés est sur la surface une courbe à double courbure qui a 
deux branches , et qui est touchée dans chacune de ses branches par 
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dia<iiic coracu'rislique. Celle courbe est une Iif;nc singulière de la 

Miifaco , c’est une arête de rebronssetnem . siiiie iiê(-p>:ta;.p Hp I» 
goiK-ialion. 

Cliacun des points de l’iirêle de rebroussement étant à l’intersection 
de deux caracu*.risll(|ucs consecutives , les coordonnées , z de ce 
point sont celles de. la caractéristique qui ne changent pas lorsque 
dans ces équations « change et devient « + </«: on aura donc une 
équation relative à ce point , si l’on dllVérentic les équations de la 
caractéristique en regardant x , y, z comme constantes et « comme 
seule variable ; ce qui donne la troisième équation 

+ (j- - 4 ) 4" -i- (a - ^) x« + I - <?'■ - 4'* - V- = O. 

Pour un a déterminé , les trois équations donnent les valeurs des 
coordonnées x , 7 , a du point correspondant de l’arête de rebrous- 
4 emcnt ; et cette arête elle-même est le lieu de tous les points qu’on 
obtiendroit ainsi en donnant successivement à « toutes les valeurs- 
possibles. 

Donc , les équations intégrales de l'arête de rebroussement sont le' 
résultat de réliniination de « entre les trois équations prcGcdcutes. 

V. 

• I.,es valeurs de x < 7 , r que produisent les tfotis équations prccc- 
fc déniés, contiennent toutes le même radical. Si les quantités» , , 4 , ’r 

ont entre elles nue relation telle que la valeur de ce radical commun 
soit nulle , deux caractéristiques quelconques ne se coupent plus en 
deux points; elles ii’onl qu’un seul point de commun, et ce point 
est un point de contact ; les deux branches de la courbe touché-e par 
toutes les caractéristiques sc confondent en une seule , et cette courbe 
sans cesser d’être une ligne singulière de la surface , n est plus une aiêie 
de rebroussement , clic est une ligne de striction. ^ 

11 est facile de trouver qn’en faisant , pour altrégcr ÿ 

, _ _ 4'» — = fr , 

réqnalion qui établit la relation que doivent avoir entre elles les 
quatre quantités » , ^ , 4 , * . s’évanouisse. 
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est 

TN- 1 -r» ” J — »• j--r» L“A‘e '“r-'i' •T’^ «‘*J = «>• 

Celte relation est destinée à chasser nne des trois fonctions 41 , 4 > w J 
pour ce cas particulier , l’équation intégrale ne doit donc renfermer 
que deux des trois fonctions 4 ) 4 > ’r « son équation aux différences 
partielles , délivrée de toute fonction arhitraire , ne doit donc être 
que du second ordre ; mais l'cqualion en a , 41 , 4 > que nous 
Tenons de trouver , n’est pas algébriipie j elle est aux diflcrences 
ordinaires du second ordre ; on ne peut donc , par son moyen , 
éliminer une des trois fonctions arbitraires et ses deux dérivées , à 
moins qu’on ne différentie aux différences ordinaires les autres éqiic-- 
tions qui appartiennent à la surface ; l’équation différentielle de to 
cas particulier doîf~ donc être aux différences mélées , ordinaires et 
partielles. Je reviendrai sur cette surface , et je la traiterai dans le 
plus grand détail , lorsque je l’emploierai comme exemple dans le 
Mémoire que je donnerai sur les équations aux ditlércnccs mêlées. ' ' 

'VI. 

Lorsqu Vne surface est du premier ordre , ou . pour mieux dire , 
lorsque l’équation de sou enveloppée ne contient qu’une seule 
' fonction arbitraire de ■ , sou arête de rebrous-senicnt est toujours 
susceptible d’être exprimée par une seule équation aux différences 
ordinaires , délivrée de a et de la fonction. En effet , soit 3/ = o 
l’éqnation de l’enveloppée qui ne soit composée que Ae æ , j- , s 
« , fx ; les équations intégrales de l’arétc de rebroussement seront 

= O. On pourra donc didérentier 

les deux premières en regardant a. comme constante ; ces deux pre- 
niicres , et leurs différentielles ordinaires , ne contiendront , par 
rapport à c , que a , 4a , 41'* ; on pourra donc toujours éliminer ces 
trois quantités entre les quatre équations , et l’équation aux différences 
ordinaires résultante exprimera eu général les arêtes de rebroussement 
de toutes les surfaces soumises à la même génération , et renfermer.! , 
comme cas particuliers , toutes les caractci istiques de ces surfaces. 
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Dans les surfaces d’ordres supérieurs, connue celle que nous traitons, 
de a , quelque loin que l'on pousse les (Ctrèrenliations ordinaires , il 
est en général impossible d'éliminer toutes les fonctions , parce que 
chaque dilTérentiaiion.iniroduit des dérivées nouvelles ; etd'onuepeut 
avoir pour l'aréte de rebroussement une équation délivrée de « et de 
toutes ses fonctions , qu’aux différences mêlées , ordinaires et finies. 
Cela lient à ce que, dans notre cas , par exemple , pour qu’un point 
appartienne à une arête de rebroussement , il ne suIGt pas que chacun 
de ses points soit déterminé par l'intersection de deux circonférences de 
cercles consécutifs et variables de rayon ; car si l’on fttisoit mouvoir un 
cercle variable de rayon de manière qu’il frit perpétuellement tangent 
à une même courbe donnée , sa circonférence n’engendreroit pas la 
surface dont nous nous occupons. U fout que les circonférences des 
deux cercles consécutifs se coupent en deux points , et que ces deux 
points soient sur les deux branches de l’arête de rebroussement. Dans 
l'équaiion diirércnüelle de cette arête , on est donc obligé de coicsidérer 
en même teins deux points placés à une distance finie , ce qui introduit 
nécessairement lesdilTérences finies. Dans un Mémoire où je m’occuperai 
de la construction des équations aux différences mêlées , ordinaires et 
üiiiet , l’arête de rebroussement dont il s’agit ici entrera naturellement 
comme exemple. > 

VII. 

• Pour trouver directement les équations de la surface aux différences 
partielle^ du premier ordre , il faut exprimer une propriété géiiéraledii 
plau langent ou de la normale : or , la surface a évidemment cette 
propriété , que si par un quelconque de ses points on lui mène une 
normale , celle droite , qui sera aussi normale à la sphère enveloppée 
que la surface louche en ce point , passera par le ccnüe de la sphère ; 
•or, en nommant x', y', s' les coordonnées du point variable de la nor- 
male, les deux cquations.de celle droite sont, comme ou, sait , 


x' — X -j- P (a' — ï) = O , 

y— 
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la normale devant passer par le centre de la sphère dont les coor- 
données sont I ces deux équations doivent donc avoir 

lieu pour la surface , en mettant pour x', y, s', les valeurs respectives 
4 , 4 I 7 ; donc , on aura 

X — <t-\- P (z — w) = O , 

J — 4 + 9 (*—») = O J 

tirant de ces deux équations et de celle de la sphère les valeurs de 
x,j, Z, et faisant, pour abréger, i-hp’-+-<7’ = *•, on aura les 
trois équations 

(x — <») A + = o , 

O' — 4) * -1- «9 = O , 

(l ■!r)A-l-« =o, 

qui comprennent les trois équations aux différences partielles du 
premier ordre de la surface ; c’est-à-dire , que si l’on prend ces trois 
équations deux à deux, ce qui se peut faire de trois manières difl'érentes, 
le résultat de l’éliminulion de « , entre chacun de ces trois systèmes , 
sera une des trois équations difi’creutiellcs du premier ordre. Ainsi ces 
trois ctpiations sont, la première , le résultat deréliminaliou de a entre 
les deux équations 

(-1^ — <î) * + = O , 

. (r — 4)^ + «<7 = o; 

la seconde , le résultat de l’élimination de « entre les deux suivantes 

(j — 4)* + «7 = o , 

(z — 7t)k-\- » =0; 

et la troisième , le residiat de 1 élimination de « entre les deux autres 

(î — •x)A-f-*=o, 

(x—-tf)/c — ap = 0 } ■ ■ i 

oùl’on Tofl que chacune de ces trois diflércnticllcs-est délivrée d’une 

des trois fonctions arbitraires (p , 4 , »r. 
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VIII. 

Puisque toutes les normales à la surface , menées par les points 
fie la génératrice considérée dans une position fixe , passent par le 
■ même point qui est le centre de la spherç correspondante , la gé- 
nératrice est telle que les normales qui passent par deux de ses 
points consécutils sont dans un même plan , elle est donc la ligne 
d’une des courbures de la surface. 11 y a donc entre la surface que 
nous considérons ici , et celle qui fait l’objet du paragraphe pré- 
cédent , cette analogie, que dans l’une et l’autre , la ligne d’une des 
courbures est plane; mais il y a cette difi'éreucc que , dans la surface 
précédente , le plan de cette ligne de courbure contient toutes les 
normales qui passent par ses dilTérens points , tandis que dans celle-ci 
le plan n’en contient aucune. Le lieu des normales qui passent par 
la même ligne plane de courbure , est la surface d’un cône à base 
circulaire , dont le sommet est au centre de la sphère , et dont la 
btisc est dans le plan de la ligne de courbure. 

IX. 

Pour tous les points de la même ligne de courbure plane , le centre 
de cette même courbure n’est autre chose que le centre de la sphère 
enveloppée ; donc , dans la suriàcc que nous considérons , le lieu des 
centres d’une des courbures cesse d’être une surface courbe ; il se 
réduit à une ligne courbe qui est celle que parcourt le centre de la sphère 
mobile , comme cela arrive aux surfaces de révolution en sont des 
cas particuliers. 

X. 

D'après cela, il est facile de trouver, par des considérations géomé- 
triques , les trois équations aux différences partielles du second ordre; 
car il est évident que pour tons les points de la ligne plane de courbure , 
le rayon de cette courbure est constant et égal au rayon de la sphère 
enveloppée que nous avons représenté pay » : or , l’expression général* 
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0 

dn rayoh dc'conrbtire est donnée en/? par l'équation 

R' (rt -J- #•)-+- RÂ [(i + 9’) 2 PÇ^~^ (‘ +/’’)0 "4"^* — ® J 

donc , tirant de cette équation la valeur de fl , cl la subslitüant pou^ « 
dans les trois équations aux diflércnccs premières, les trois équations^ 
aux dilTérences partielles secondes seront 

1 (a:— <»fl) A +pfl = o J 

(j — 4fl)A + < 7 fl=o, 

(2 — T R) k~ fl=o, 

équations qui sont séparées , et dont chacune ne contient plus qu’une 
fonction arbitraire, 

Ces équations sont les mêmes que celles qu’on auroit obtenues en 
diflérculiaut partiellement les trois équations aux ditTôrenccs premières. 

X 1. 


Les équations aux différences partielles du troisième ordre expriment 
les propriétés des surfaces courbes , relatives aux variations de leurs 
lignes de courbare oü de leurs rayons de courbure : or , par rapport à 
ces variations , la surface que nous considérons jouit évidemment de 
cette propriété, que, pour tous les points de la ligne plane de courbure, 
le rayon de cette même courbure est constant ; ce qui établit une 
opposition entre cette surface cl celle du paragraphe précédent , dans 
laquelle le rayon de la courbure plane est constant pour tous les points 
d’une même ligne de l’autre courbure. Si donc on représente par 


.^djc + litlj- = O , 

l’c<piation générale de la ligne de courbure que nous avons donnée, 
article XL du paragraphe précédent , et dans laquelle le signe du 
radical doit être dilférent de celui qui entre dans l'expre.ssion du 
rayon de courbure fl, afin que le rayon et la courbe appartiennent à 

la même courbure; il faut qu’en donnant à la valeur quelle a 

4a 
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âans celte ëquatinn , le rayon de courbure soit constant , on que l’on 
ait- ddt = O , ou enfin “T j dj- o. On aura 

dqnc pour tous les points de notre surface 



' dR \ 


s dy ) 


Si on effectue les différentiations partielles indiquées dans cette 
équation , on aura l’équation unique aux différences partielles du 
troisième ordre de la surface. 


XII. 


Pour effectuer les difl'érentiations partielles de l’article précédent , 
et arriver à un résultat mieux ordonné , je reprends , dès l’origine, la 
recherche des lignes et des rayons de courbure. 

Les équations de la normale , en x' ,y ' , z' , sont , comme ou sait , 


x‘ — x-\- P (%' — r) = O , 

y —3 + — = O. 


Si l’on considère deux normales consécutives telles qu’elles soient 
dans un même plan , ou qu’elles se coupent , il faut différentier ces 
deux équations , en regardant x‘,y',z' comme constantes , ce qui donne 

dx [i -\-p' — (z' — z) r] + ‘b- [ P<i — ° . 

<L-[ — (z< — + — (:' — î)0 = o, 




dans lesquelles la valeur de est celle qui convient à la ligne 


de 


courbure par laquelle passent les deux normales consécutives , et dans 
les quatre équations , les coordonnées x>, y, z' sont celles du point 
de rencontre des deux normales, et par conséquent du centre de la ' 
courbure j on aura donc 


(xt _ + ( j' —y)' + (z' — z)> = /t’ ; 

OU 
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substitaant cette valeur de s'— «dans les deux équations différentielles, 
elles deviendront 

d:cQ-\.p^ 

A»?— -t-fCr ^1+ r— -x) 

actuellement , soit fait , pour abréger , 

■’■• Bs — pq k =: B , '■ 

ür — (i+ 9*)i = C; 

l’équation de la projection de la ligne de courbure sera indiffcrenunent 
Tune des deux suivantes 

■ddx + Bdjr — O , Bdx + Cdy = o , 

entre lesquelles éliminant , on aura pour l’équation qui donne la 
valeur du rayon de la même courbure 

AC — B'xn O. 

Cest cette équation qu’il faut différentier partiellement pour avoir 
les valeurs de 

XIII. 

La différentielle ordiiuire de l’équation AC — .B* = o , est 
CdA — a BdB -4" AdC = o , 
ou , en mettant pour dA , dB , dC leurs valeurs 

</B(Cr— » flî+ .ii) + R{C<ir~iBds + j1dt) — ikiq,<lp—B{pd(f + qdp)-\.A<]dg] 

— <tt [Cl + C — a/>ï« + (i + 9*)^] = O. 
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Donc, si Ton faî4 i ” ' . ; 

ilr — udæ -j- tudy , 

ds = ludjc -f- wdr , 

dt = v)dx -t" vdy , 

les deux difTcrences partielles de celte équation sont 


(S)<- 




[(- +;<') c- a +9-)^] = O , 

iBs-\-Al)-\-B[Cm- îjSw+y^c)-aArrC/>j- fi {^s-^pty^Aqt^ 

— ^'^^ [(»+p’)C— 3p7g+(i+90^] = o- 

Pour subsiimer CCS valeurs de 

il faut multiplier la première par fi , la seconde par Â , et retranciier; 
ce qui donne pour l’équation aux difl'éi'euccs partielles du troisième 
ordre , ' ’ ‘ ' 

(BCti — afi’i«-4- AB\v ) ‘ 

_ B^pr->rq.s) ^ + 

Mais des trois termes dont cette équation est composée , le second 
est le double du troisième. l‘ai effet , si dans les équations (jui donnent 
les valeurs de , fi , C , ou prend celles de i + />* , ^<7 , t -\-q' 
pour les substituer dans le dernier facteur du troisième terme , on 
trouve , à cause de AC — fi' = o. 


fi 


(i +fi‘)(^ — iBpq q') A =■ — iBi~^At), 
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et prenant dans les mêmes équations pour r,s,t leurs valaow pour Us 
substituer dans le premier facteur ^u même terme , on trouve 

. .J ' I — ■" I ' ' 

± (gp 1 Aq)^S 

donc le troisième terme de rcfjuation aux diflcrcnccs partielles dti 

. J O \ ' A — 

troiSLcme ortlre sera • 

• : — A(^p — 

et par consctpient la moitié du second terme j donc , réduisaiil et 
chassant C au moyen de JC — iî‘ ='b , celte équation sera , 

‘ ' '! ■; uoil! ; i 

— ’ik{Bp—Aq){B’r—i ABs À’ t] ~ ^ ’ 

dans laqncUe U n’y a pl>M qu’à substituer, pour, ^ et B leurs valeurs 
qui sont en dififérences* partielles du second ordre. 

^ s-i 

XIV. 

J 

S'il s’agissoit d’intégrçr <etie' . équation , sa siinpiicUc rendroit 
l'opération très-facile. En efl'el , l’équation de la pro)CClion de la 
caractéristique est ' ' 

Bidj i + 3 B'Ady'djo + 5 BA'djdc' -h A^ dx\ = o , 

qui est un cube parfait , et dont la racine est iiidilVéïeniment 

» 

Bdy “V" “ O , 

ou _ 

V Cdy Bdx = p ., . , 

à cause de JC — i?' = o ; cc qili promue que la surface n’^a qu’une 
seule baractérisiKpic , cl que la quantité' qui doit entrer sous les trois 
fonctions arbitraires qui coiuplclcnt son intégrale finie , est la même. 
Remettant dans ces ' cquatîous , pour J ^ B , C , leurs volcuis , 


O 
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elles devienneiit ' , ' . . , r , ■ 

i 

(fls — pçA') djr + [/îr — (i +/»*) ^] ^ = ® » 

[«/ — + P9iA)d» = 0, 

oa 

• ^ Edq — k (dx + pdz) — o , 

/{dç — k (djr + qdz) = o , 

entre lesquelles , si l’on élimine la quantité R , on trouve pour la 
caractéristique 

/ {dj- + qdz) dp = (dx pdz) dq , ’ ' • 

' qui est réquation générale de la ligne de courbure; donc, la caracté- 

ristique est use des li^es de courltnre de la sur&ce. 

Si , des deux équations 

* ^ Rdp — k (dx pdz) ~ o , . . ' 

Rdq — k (djr pdz) = o , 

et de 

dz — pdx — qdj- ^ o , 

. on tire les valeurs de dx , djr, dz , on trouve 

f 

dx = Rd » 

f ' 

dy= Rd^, 
dz =■ — Rd —t 

équations qui , en regardant R comme constante , sont des di/Térentielles 
exactes. Or, ces trois équations oui lieu pour la caractéristique ; donc, 
pour tous les points de cette courbe , la quantité R est constante. Donc, 
eu intégrant ces trois équations., et les complétant chacune par une 
fonction arbitraire delà quantité fl qui a été regardée comme constante. 
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on aura pour la surface courbe les trois équations premières séparées 


JC «— =. K > 

• A 

J' —4/t= ^ X’ 

s — V /? = /î f 

k 

dans lesquelles , il faut mettre pour R la valeur du rayon de courbure 
eu différences partielles du second ordre. 

La quantité'^ étant la seule dans ces équations qui contienne des 
différences partielles du second ordre, il est évident que si l'on éli- 
rainoit R entre deux quelconques de ces équations , le résultat ne 
renfermeroit plus que des différences partielles du premier ordre , 
et contiendroit deux des /onctions arbitraires ; ce résultat seroit donc 
use des intégrales secondes. L'éliminatiou dont il s'agit ici ne peut 
s’effectuer tant que les fonctions qui contiennent /I sont arbitraires , 
et on ne peut que l’indiquer. Donc , les trois intégrales secondes sont 
les résultats de l’élimination de l’indéterminée R entre les trois équa- 
tions précédentes considérées déux à deux f ce qui peut se faire de 
trois manières dill’érentes. 

Lufin , si l’on fait la sonvnc des carrés des trois équations piécé- 
deutes , on trouve ' ‘ 

(ar — <fR)‘ -j- (j — _ yj. ^ 

/ 

qui est 1 équation de lenvcloppee mobile, en vertu de la variation 
de 1 indéterminée R. L’équation intégrale Unie est donc le résidtat de 
l’élimination de R entre cette équation et sa différentielle , prise en 
regardant R comme seule variable. 


' X V. 

L’équation aux différences partielles du second ordre , que nous 
venons de traiter , appartenant à une surface qui n’a qu’une seule 
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caractcristiquo ,■ et rintégi;alo finie de l’enveloppé ne conKnant les 
<]uanlilés 4“ <iuc sous les parenthèses (a: — $*) , (/ — 4*) » 

elle peut être intégrée d’une au^'e manière , que je ne dois pas passer 
sous silence , parce qu’elle convient à toutes les autres équations qui 
sont dans le même cas et pour les ordres supérieurs au premier. 

Nous avons vu que l’équation de la caractéristique , déduite de 
l’équation du troisième ordre , est indifleremmeut l’une des deux 
suivantes * ' 

Btlj + y4(Lr — O , Cd/ Bda: = O : 

mettant pour sa valeur - dans la proposée , elle devient 

B (tidxi -J" 3 mdr.'dy -f" 3 wdxdj'^ + crf 7 'l) ï 
— 3 A {pdjt: + ) {rdx' + a ’sdxdj -1- idj') } '' 

Si l’on considère cette équation comme ' appartenant k la surface''^ 
et par ctStiséquent aussi è Fenveloppée , de manière que eic et 
puissent être regardées l’une et l’autre* comme constantes, elle j^eut 
être mise sons la forme suivante • ' i . ■ • ■ ■ 

BêI>z,— i kdsddx zs Q. 

Actnellement , des deux équations de la caractéristique , si l’on multiplie 
la première par dx , la seconde par dj-, et si l’on ajoute ,* on a 

Cdj-' + a Bdxdf + Adx' = o , 

qui , par la restitution des valeurs às. A ,B ,C , donne 

/î (rtlx'-\-isdxdj^tdy') — A[( 1 t+9’)^'’3= 
ou /?</<& — A (<Ar* + + d«’) = o; ^ 

au moyen de laquelle chassant -r- de l’autre équation aux différences 

ordinaires de i , on trouve pour la surface , et par conséquent pour 
l’enveloppée, l'équation aux différences ordinaires du troisième ordre 

(^dxf d^‘ "t" dz') d> Z — Z dxddz' — o , 


! 

h 
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qu’nvcc un peu tFliabiludc on recuuuoll aisément pour être l’équatioa 
générale de la sphère, quelles que soient et la position de son centre 
tlans l'espace , et la grandeur de son rajon : mais si l’on ne la recon- 
noissoit pas , il seroit très-facile de l'intégrer , car elle n'est autre 
chose que 


dx' + <?)■’ dz' 

ddk 


=o, 


dont l'intégrale complétée par la constante arbitraire /est 


dx' -f- dy' -J- dz' (z — /) dz = o. 

En regardant dx et dj- comme constantes, cette intégrale est une autre 
différentielle exacte qui peut se mettre sous la forme suivante 

d \xdx j djr -J” (x — /) dz^ = O , 

dont l'intégrale doit être complétée par une quantité de cette forme 
f^dx ydjr , pubque dx et dy ont été regardées toutes deux comme 
constantes dans la différentiation ; donc , l’intégrale seconde sera 

{x — f.)dx-^{jr—y)dj + {z — J)dz — o, 

« 

dans laquelle li et y sont deux nouvelles constantes arbitraires intro- 
duites par la meme intégration ; ainsi l’intégrale troisième de l’équation 
de l’enveloppée sera 

(ar — -h ( J — > )• + (2 — /)> = .* . 

Or , la surface à laquelle appartient la proposée n’a qu’une seule 
caractéristique; par conséquent des quatre constantes arbitraires que 
contient l’intégrale précédente , trois quelconques sont des fonctions 
arbitraires de la quatrième; doncj l'équation intégrale de l'enveloppée, 
considérée comme mobile en vertu de la variation de sou rayon , est 

(x — (»«)■ + Çj — 4a)» (j _ a-a)* = <t*. 

Donc enfin , l’équation intégrale de l’enveloppe est le résultat de 
l’élimination de » entre cette équation et sa différentielle , prise en 
regardant a comme seule variable. 
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XVI. 


Lorsqu'une surface courbe n’a qu’une seule caracidrisliquc , c’est-à- 
dirc , lorsque les fonctions arbitraires qui complètent sou équation 
intégrale sont toutes composées d’une même quantité a , il est toujours 
possible de délenniiicr quelles doivent être les formes de toutes ces 
fonctions , parce que la surface passe par autant de courbes données 
arbitrairement dans l’espace , ou embrasse autant de surfaces courbes 
données. Mais , comme le procédé est un pen compliqué , je vais en 
donner la marche pour l’un et pour l’autre cas, 

XVII. 


Trots courbes étant donuées arbitrairement dans l’espace, déterminer 
les formes des fonctions arbitraires qui entrent dans l’intégrale, pour 
que la surface passe par ces trois courbes , ou , ce qui revient au 
même , pour que l’envehippée , dans son mouvement soit perpé- 
tuellement tangente à ces trois courbes. 

Ilcjirésentous les deux équations qui comprennent l’intégrale, par 


L = o, 



= o; puis, soient iI/:=o, rV=o, les deux équations 


données en x , j' , z de la première des trois courbes par les- 
quelles la surface doit passer. Si l’on considère ensemble les trois 
équations L — o , M = o , N =o, c’est-à-dire , si l’on regarde les 
coordonnées x, j y z comme ayant respectivement les mêmes valeurs 
dans les trois équations , ces coordonnées sont celles d’un point 
commun a l’enveloppée et à la courbe : mais il ne suflit pas que ce 
point soit commun à la courbe et à la surface, il faut qu’il soit un 
point de contact ; donc , si fOn différentie aux différences ordinaires 
ces trois équations , ce qui , pour la première , donnera 


(x — ■4“(= — nm)dz= o, 


et pour les deux autres 

X’ dx-{-y' dy + Z' dz = o, 
X" dx -1- y>'dj -h Z"dz = o. . 
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dans lesquelles les six cocdiciens soin connus cl donnés par la difl'é- 

renliation , il faudra que les deux quanlilcs 5 qui délerminenl 

la direction de la tangente de la courbe , aient cliacune la même 
valeur dans ces trois équations ; donc , si l’on élimine ces deux 
quantités entre les trois équalions , on aura en z , <s , 4i v, 

une équation que je représente par O = o , et qui doit avoir lieu 
pour que la courbe et l'enveloppée se loucbenl dans le point que 
l’on considère. Ainsi , Ton aura entre les trois coordonnées de ce 
point , les quatre équations L = o , M =. o , N — o , ü = o. Donc, 
si l’on élimine entre elles les trois coordonnéc.s x , y , z du point 
de contact , ou aura eu a , <fn, 4<< > vu une équation que je repré- 
sente par 

11 = 0 , 

et qui exprimera la relation que doivent avoir entre elles les trois 
fonctions arbitraires , pour que l’enveloppée touche la première courbe 
dans un certain point. 

Actuellement , si , pour chacune des deux antres courbes données 
par lesquelles doit passer la surface , on fait les opérations analogues, 
on aura deux autres équations 

H' = O, H" = o, 

qui seront aussi en « , 4 <t , 4> , vu , et qui donneront les relations que 
les fonctions arbitraires doivent avoir entre elles , pour que l’enveloppée 
touche chacune de ces deux courbes. 

Mais il ne sulbt pas que l’enveloppée touche chacune des trois 
courbes ; il faut que ce contactait lieu pendant tout son mouvement, 
c’est-à-dire , il faut que les relations que nous venons d’exprimer ne 
cessent pas , quand même « varie ; donc , il faut que l’on ait encore 

dH =o, 
dif = o, 
dH"=zo, 

équations qui contiendront les quantités a , 4« > vu , , 4'<* > v'u. 
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?ïons aurons donc , entre ces sept quantités , les huit équations 


dH = 0 , 
dH> =0, 
dH" = O. 

Donc , en éliminant les sept quantités entre ces huit équations , on 
aura en a:, z une équation délivrée de a et de toutes les fonctions 
arbitraires , et qui sera celle de la surface demandée. 

XVIII. 


L = O , 

H = o, 
H' = o, 
H"=o, 


Trois surfaces courbes étant données arbitrairement dans l’espace; 
déterminer les formes que doivent avoir les fonctions arbitraires dans 
l’équation intégrale , pour que la surface engendrée touche chacune 
des surfaces données dans une courbe de contact , c’est-à-dire , pour 
que l’enveloppée dans son mouvement , touche perpétuellement ces 
trois surfaces.. 


Représentons de même par L = o, = o , les deux équations 


qui comprennent l’intégrale , et soit M=z o l’équation donnée d’une 
des trois surfaces que doit toucher la surface engendrée. Si l’enveloppée 
et la surface donnée se touchent en un certain point , non-seulement 
les coordonnées j: ,j-, z de ce point satisferont aux deux équations 
L = O , M= O , mais encore le plan tangent en ce point à l’une des 
surfaces coïncidera avec le plan tangent à l’autre surface en ce même 
'point; donc, si l’on différentie partiellement les équations de ces 
deux surfaces , ce qui , pour la première , donnera 


cc — 
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I 


P = P> • • 

V= <?. 

dans lesquelles P et Çsont obtenues en 3 :, y, z par la différentiation , 
il faudra que les valeurs àc p eXq , fournies par les deux équations , 
soient respectivement égales entre elles ; ce qui donnera les deux 
équations , ■ 

X — <t« + /'(c — cr«) O , 

J — 4 « “H Ç — T*) =: O. ■ ' 

On aura donc , entre les coordoimée# x , j-, z du point de contact , 
quatre équations , savoir , les deux précédentes, et de plus /^=o, 

M=z O; donc , si , entre ces quatre équations , on élimine les trois I 

coordonnées , on aura en a , , 4»> ’r* > oue équation que je ■ ' • • . 

représente par , • ' 

■à-=o,, 

et qui exprimera la relation qui doit avoir lieu entre les trois équations 
arbitraires , pour que l'enveloppée touche la première des trois surfaces 
données eu un certain point. 

En opérant d’une manière analogue sur chacune des deux antres 
surfaces données ^ on aura en « , , 4 * > ira deux autres équations 

B'— O, H>' = o, 

% 

qui exprimeront les relations que doivent avoir les trois fonctions 
arbitraires , pour que l'enveloppée touche aussi ces deux autres 
surfaces. Mais il ne sullit pas que ces trois contacu aient lieu pour 
une certaine portion de l’enveloppée , il faut qu’ils aient encore lieu 
si l’enveloppée vient à se mouvoir ; c’est-à-dire , il faut que les trois ^ 

relations subsistent quand même <t vieudroit à varier : donc , il faut que 
l’ou ait encore 

dH=o, dH'=zo, dH» = o. 

Ces trois dernières équations contiennent les sept quantités « , , 

4« ) ira , q'a, , 4^* 1 Or , entre ces sept quantités , 'nous avons 




les huit cquatiuus 


( 34 :>) 


L = 

0, 

O 

II 

H = 

O, 

dH =.0 

H' = 

0, 

O 

II 

1 

W= 

0 , 

dU" = o 


Donc , si , «nire ces huil équations , on élimine les sept quantités , 
on aura en a: ,jr , z une équation délivrée de toute fonction arbitraire; 
et qui sera celle de la surface demandée. 


S. XXVII. 

Sur les développées , les rayons de courbure et les diffèrens genres 
d'injlexions des courbes à double courbure. 

Tout ce que Ton a fait jusqu’à présent sur les développées des 
‘ courbes en général , se réduit à avoir trouvé celles des courbes 
planes ; encore parmi le nombre infini de développées que peut avoir 
une courbe plane, n'a-t-on considéré jusqu’ici que celle qui se 
trouve daus le n'u'ine plan quelle : or je me j»ropose de démontrer 
qu’une courbe quelconque , plane ou à double courbure , a une 
infinité de développées, toutes à double courbure, à l’exception 
d’une seule pour chaque courbe plane , et de donner la manière 
de trouver les équations de telle de ces courbes qu’on voudra , étant 
données les équations de la développante. Tout ce qu’on conuott 
sur les développées n’est donc qu’un cas particulier de l’objet do ce 
paragraphe. 

I. 

Si l’on conçoit une droite menée par le centre d’un cercle per- 
pendiculairement à son plan , et prolongée de part cl d’autre à l’infini , 
tout le monde sait que chacun des points de cette droite sera à égales 
t^tanqcs de tous les points de la circonférence ; que par conséquent 
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telle tircûiilcrcucc sera loiil aussi rigoarcnscniânt détrilo , si l’ois 
imagine qu'une seconde droilc , terminée d’une pan à un des points 
de la circonférence, ei de l’autre à un point qiielcorijue de la per- 
pendiculaire , tourne autour de celte perpciidicnlairc comme axe , eir 
üiisant constamment le même angle avec elle , ((uu si l'on eût fait 
tourner le rayon autour du centre et dans le plan du cercle. Cette 
dernière description, qui u'est qu’un cas partictdicr de la première , 
est , à la vérité , plus propre que l’autre à donner idée de l'éteiidu.C 
du cercle , parce qu’alors il sullit de doniiur le l’ayoïi . pour qite 1^^ 
cercle soit connu j tandis <juc par l’autre il ne sullit pas de couuuilre 
la longueur de la ligne décrivante , il faut que l’on conuoisse encore 
ou l’angle qu’elle forme avec l’axe , ou la partie de l’axe comprise 
entre le pôle et le plan du cercle , ou enlin quelque clioso d’équi- 
Vcdcut , ce qui comporte nécessairement deux ilounces. Mais tant 
qu’il ne sera question que de description dans l'c-spacc et non sur un 
plan résistant , celle des deux médiodes qui auroit quelqu’uvaulagc 
sur l’autre , seroit la générale ; parce qu’en prenant sur l’axe deux 
pôles placés de part et d'autre du plan du cercle , et menant pur 
ces deux points deux droites qui se coupcroiciit en un point de la 
circonférence, et faisant cniiu mouvoir le système de ces deux droites 
autour de l’axe , de manière que leur point d’intersection fût fixe sur 
l’une et sur l’autre , le point décriroit rigoureusement la circonfé- 
rence du cercle , sans qu’on eût eu besoin de coimoilre auparavant 
le plan dans lequel clic doit se trouver. 

II. 

Soit K.4aD une courbe à double courbure quelconque tracée dans 
l’espace. Par un point A de celle courbe , soit mené un plan MXOP 
perpendiculaire à la tangente en A ; par le point a infiiiimcnl proche ,. 
soit pareillement mené un plan mnOP perpendiculaire û la tangente 
en a , CCS deux plans se couperont quelque part eu une droite OP 
qui sera l’axe du cercle , dont le petit arc Aa de la courbe peut 
être censé faire partie ; de manière que si des points et a on abaisse 
deux perpendiculaires sur celle droilc , ces perpendiculaires , égales 
entre elles , la rencontreront eu un même point G qui sera le centre 
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lie ce cercle. Tous les autres points g , g' . . . etc. de cotte droite 
sentnt cliacun à («aies disiauces de tous les points de l’arc infiiil- 
nient petit v/n , et pourront p.ir conséquent en être regardés comme 
les pôles. Ainsi , si d’un point quelconque g de cet axe, on mène 
deux droites aux points A cl a , les droites gA et ga seront égales 
entre elles , et formc'ront avec l’axe des angles AgO et agO égau.x 
entre eux ; en sorte que, i“. si l’on vouloit délinir la courbure de 
la courbe an point , il làudroit donner la longueur du ra^on AG 
du cercle oscidatcur ; 2“. si l’on vouloit assigner le sens de la cour- 
bure, il faudroit donner la position du centre G dans l’espace. Mais 
s’il s’agîssoit simplement de décrire le petit arc , il seroil également 
suHisant ou de faire tourner la droite AG autour de l’axe , sans 
altérer l'angle AgO qu’elle fait avec lui , ou de faire tourner le 
rayon AG perpendiculairement à cet asc. 

. IIL 

Il Suit de là que la droite OP peut être regardée comme la ligne des 
pôles de l’élément Aa j que le centre G de courbure de cet élément 
est celui de scs pôles , dont la distance à l’élément est un minimum ; 
enlin que son r.ayon de courbure est la pcrpcudicuJaire AG , aJtaissée 
de l’élément sur la ligne des pôles. 

I V. 

/ 

Que l'on lasse actuellement sur tous les points de la courbe à 
double courbure la même opération que nous venons de faire sur 
un de sesélémens, c’est-à-dire, que partons ses points consécutifs 
A , A' , A", A'" l’on fasse passer des plans MXOP, chacun perpen- 

diculaire à la tangente de la courbe , au point dans lequel il la coupe, 
le premier de ces plans rencontrera le. second dans une droite OP, 
qui sera le lieu géométrique des pôles de l’arc AA" ; le second ren- 
contrera le troisième dans la droite O' P', lieu des pôles de l’arc A' A", 
le troisième rencontrera le quatrième dans la droite O" P" lieu des 
pôles de l’arc A" A'", et ainsi de suite. Il est évident que le .système de 
toutes ces droites d’intersection , ou la surface courbe qu’elles forment 
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par leur assrmWage , sera lo lieu gconiétriffue des pôles de la courbe 
K AD-, car celle courbe n’aura poini de pôles qui ne se U'ouvent sur 
cotte surface , et la surface n’aura pas de point qui*nc soit le pôle de 
quel^’ua des cléinens de la courbe. 

V. 

Quoique la nature de cette surface courbe dépende absolument de 
celle de la courbe KAD , cependant toutes les surfaces engendrées 
de celte manière jouissent d’un caractère génér:d , et indépendant 
pour chacune d’elles de la courbe particulièi-e qui a servi à la former. 
Ce caractère est de pouvoir être développées sur un plan , comme 
les surfaces coniques et cylindriques à bases quelconques , sans dupli- 
cature et sans solution de continuité. En elTel , les hèdres 0PP*0' 
dont est composée la surface de la figure 2 , sont des portions de 
plans infiniment étroites , infiniment longues , et qui se coupent con- 
sécutivement suivant des lignes droites. Cela posé , on peut toujours 
concevoir que la première hedre OPP<a tourne autour de la droite 
comme charnière, jusqu’à ce qu’elle parvienne dans le plan de 
l’hcdre suivante OPI^O" ; qu’ensuiie leur système tourne autour 
de O" P ' , ei en ne faisant qu’un même plan jusqu’à ce qu’il soit 
^ns le plan de la troisième et ainsi de suite j d’où 

l’on voit que rien n’empêche que de cette manière tous les élément 
de la sur&cc ne viennent , sans rupture , se ranger dans un même 
plan. Donc la surface des pôles d’une courbe à double courbure 
quelconque est toujours une surfiice développable. ' 

VI. 


Une courbe quelconque plane ou à double courbure , a une infinUé 
de développées dont le lieu géométrique est aussi la surface des 
pôles dé cette courbe. 


©BMOnsnuTioK. Dm point A do U courbe par lequel passe le 
premier plan normal imOP, soit menée dans ce plan . et suivant 
une direcüon arbitraire , une droite Ag jusqu’à ce qu’elle rencontre 
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k scclion OP,iacI,,«e pan en ua polnl ^ ; par les points et r 
sou menee , dans le setoml plan- normal , la droite , proloiinée 
josquace qu elle remontre la section 0'P> en un point 4 ^ ■ soient 
paredlement atencs et ainsi de suite ; je dis que la'courhe 

qu. passe par tous les points est une des développées de la 

combe KAD : car, i». toutes les droites Ag, A'^, A"^' sont les 
tangentes de la courbe gg'g'K.... puisqu’elles sont les ptoiongemens 
des clemens de cette cou.be; a», si l’on conçoit que la première 4-^ 
tou, ne autour du point g pour veuir s’appliquer sur la suivante A>" 
clic n aura pas cesse dètro taiigcutc à la coii.be pg'g".... et sou 
exticmité^, ap,Ts avoir pa,couru lare AA', se confondi-a avec- 
lexuém.té A' de la seconde. Que Ion fasse de ntétne tourner la 
seconde l.gne ./V autour du poiut^' pour q..’ellc vienne s’appliquer 
sur la tro.s.c„.e^V. ‘‘«c ne cesse. a pas de toucher la cou. be Lj' 
et son extrémité A' ne sortira pas de l’arc A' A", et ainsi de suite' 
Donc la courbe gg>g".... est telle que si l’on conçoit qu’,.nc de ses 
tangentes tourne autour do cetu! courbe sans jamais cesser de lui être 
tangente , et sans avoir de mouvement dans le sens de sa longueur 
nu dos points de cette tangente décrira la cou.be KAD; donc cllè 
est uuc de ses développées. Mais la direction de la première droite A-^ 
éloit arbitiairc , et suivant quelqu’autrc direction qu’on l’eiit menée 
datis le plan normal , ou auroit trouvé une autre courbe 
qui auroit été par.iüemeut «ne des développées de la combe 
donc une courbç , quelconque a une infinité de développées tontes 
comprises sur la surface développable qui est le lieu de ses pôles • 
or celte surface renferme tous les pôles de la courbe , et est par 
conséquent la seule qui en contienne les développées ; donc clic est 
leur lieu gcomélrique. 


.VII. , 

». • ' 

‘ Remaï quons que tons les plans MNOP énm lange,. s à la surface 
développable . puuque cl.acuu d eux est le proioî.gemcnt d'un de ses 
élémens , la droite , qui , d^ns tous Iqs inslans de son mouvement , 
se trouvé daiS» ^,n de ces plans,, est at^ uéeessairement Ungcuic 'a 
celte surface. ‘ ® 

, . . I-, i"; ■ '■ .. 
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VIII. 


- Si du poini A l’on abaisse sur OP la perpendiculaire AG , du 
point A' sur , la peipcndiculaire du point sur O" P', 

la perpendiculaire A^^G^^t et ainsi de suite i nous avons vu tjuc les 
points G , C, G".... seront les centres de courbure des clcnicns 
correspoudans de la courbe KAD ; qtie par conséquent la courbe 
qui posseroit par tous les points G, G', G”.... scroit le lieu géoiné- 
tiique de ces centres de courbure. Je dis que celte courbe ne peut 
Oire une des développées de la proposée , à moins que la proposée 
ne soit plane , auquel cas elle devient la seule dont ou se soit occupé 
jusqu’à présent. En cll’ct , lorsqu’une courbe est à double courbure , 
deux tangentes conséculives , quelque part qu’on les prenne , sont 
bien dans un même plan ; niais trois tangentes prises de suite ne 
peuvent plus s’y trouver ; donc trois plans consécutils , chacun normal 
à la courbe , ne peuvent pas être perpendiculaires à un nicinc plan, et 
par conséquent l’intersection du premier et du second ne sauroit 
être parallèle à l’intersection du second et du troisième. Donc , pour 
une courbe à double courbure, les droites OP, O'P, O^'P".... ne 
peuvent pas être parallèles. 

Cela pose , la droite AG étant perpendiculaire à OP, la droite A’ G 
lui sera aussi perpendiculaire , et , prolongée jusqu’en h , ne rencon- 
trera pas O' P' perpendiculairement; elle sera par conséquent distincte 
.de la droite A'C abaissée perpendiculairement du point A^ sur O'P'. 
Doue les deux droites consécutives AG et A'G' ne rencontreront pas 
la droite OP dans le même point ; niais deux droites considérées 
dans des plans dilférens ne peuvent sc rencontrer , à moins que ce 
ne soit sur l'intersection des deux plans dans lesquels on les con- 
sidère ; donc les droites AG et A'C ne se rencontrent pas , et ne 
sont par conséquent pas dans un mémo plan. U en est de même de 

la suite des droites A'G', A"G'\ A'"C" prises deux à deux 

consécutivement ; doue toutes ces droites ne peuvent pas étie les 
tangentes consécutives d’une même courbe. 11 suit aussi de là que si , 
par deux points consécutifs G et C, l’on conçoit une droite qui sera 
tangente à lu courbe GG'G" cette droite ne passera pas par le 
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point A' : or , en tant qu’elle est sur le second plan normal , clic ne 
pourroil couper la courbe KAD que dans le point A\ ou ce plan 

la coupe lui-mftme ; donc la courbe GG'G" est telle qu’aucune 

de ses tangentes prolongées ne rencontre la courbe KAD •, donc elle 
ne peut être une de scs développées. 

Si la courbe K.1D étoit plane , louies ses droites OP, O' P', O" P"... 
scroient perpendiculaires au plan de la courbe , et par conséquent 
parallèles entre elles. Ixs droites AG , A'G', A"G".... seroient toutes 
dans le plan de la courbe , et se rencontreroient consécutivement 
dans lu courbe GG'G".... dont clics scroient les tangentes, et il est 
évident que cette courbe ne scroit alors autre chose que ce qu’on a 
appelé juscpi'ù présent la développée de ta courbe KAD. 

IX. 

On aura une des développées d" une courbe quelconque , plane on 
à double courbure, si, par un de ses points , et suivant une direc- 
tion arbitraire , on mène une tangente à la surface développable 
qui est le lieu de ses pôles , et si l'on plie librement sur cette surface 
le prolongement de cette tangente, c’est-à-dire , que la courbe gg'g'\.. 
est celle que formeroitsur la surface OPP"*0'' une droite pliée libre- 
ment sur cette surface, et dirigée au premier instant suivant 

Pour le démontrer ,. observons ce qui arrive à une droite ou à 
un ni que l’on plie librement sur une surface. Ce (il peut être considéré 
ou comme ayant une largeur iiifiniiucnt petite , c’est-à-dire , comme 
un ruban iuliniment étroit, ou comme n’ayant aucune largeur. Soit 
{/ig. 3 et 4) OPI^'Oi' deux élémeus plans ou deux hedres conse- 
cutives d'une surlace courbe , jointe par la droite infiniment petite 
O' P'- Soit pour le premier cas {fig- b) ABG un ruban infiniment 
étroit , appliqué sur un de ces élémens suivant une direction quel- 
conque ; il est clair que la partie PG ne peut pas se rapprocher 
de réléinciit suivant pour s’appliquer sur lui , sans faire une partie 
de révolution autour de Bb ou de O’P' ; et comme celte révolution 
doit se faire librement , ce qui comporte que ce ruban doit , dans 
tous ses points , toucher b surface , l’angle PPG doit rester cons- 
tant J le ruban, prendra donc une position PC telle que l’angle P'BC 
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sera l'ijal à l’aiiglc O'DA. Dans le sccoml cas ( Jfg. 4 ) i toil ABC 
un (il tendu sur l’arête commune (y P' des deux clémens de la surface : 
comme ce fil n’a aucun mouvement , il doit être également tiré par 
scs deux extrémités , et l’on pourra prendre de part et d’autre du 
point fi des droites égales BA , BC pour représenter ces trustons. 
L’on pourra décomposer chacune de ces deux forces en deux autres , 
l’une parallèle et l'autre perpendiculaire à O' P ' , et en abaissant des 
points A cl C des perpendiculaires sur O'P', ces rjuatre forces seront 
représentées par AD, BD , BE et CE j puisque le fil est en équi- 
libre , le point fi n’a de mouvement ni vers (f ni vers P' ; on aura 
donc BD = BE j donc on aura l’angle EBC — Fangle ABD. De 
quelque manière donc^que l’on considère la ligne que forme sur une 
surface courbe une droite pliée librement , elle doit faire des angles 
égaux de part et d’autre avec chaque arête que l’on considère sur la 
surface. Or la ligne (_/îg, a) jouit de celte propriété; car 

on a l’angle A'^CB = l’angle A"g'Cy = l’angle fi'g'g"; et ce que nous 
venons do dire par rapport à l’arête CBl*' , doit aussi se dire par 
rapport à toute autre arête ; donc la courbe gg'g"---- est celle que 
formeroit sur la surface 0PP'"0‘*' une droite pliée librement avec 
une direction Ag au premier instant. Donc , etc. 

X. 


La courbe que forme une droite pliée librement sur une surface 
courbe , est la plus courte entre ses extrémités que l’on puisse 
mener sur cette surface. 

Démokstratioh. Pour le démontrer , il suffit de faire voir que la 
ligne ABC , ou la somme des deux droites AB -4- BC , est plus courte 
que la somme de deux autres droites quelconques AM-^MC , menées 
par les deux points A et C. Pour cela soient 

AD — as DEz=b; EC = c et EM=x 

on aura 


MC = V^c’ a;' J 


AM = + (6 — x)‘ 
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•l pnr consiifjucut 

.4M MC = V^c* -t* a:* -|- -j- (it — ' jcj* 

<1out la (liflV't'culielle égalée ù r.éro donne 

(6 — “H — 3t;V^c* — JC' 

ce qui exprime que , dans le cas du minimum , l'angle AMD dok 
dire égal à l’angle EMC , et que réciproquement , lorsque ces angles 
sont égaux , la somme AB BC est un minimum. Donc, etcv 

X I. 

On nuroit pu démontrer que chaque développée est la plus courte 
entre scs extrémités que l’on puisse mener sur la surface développable , 
par une considération beaucoup plus simple : car , puisque l’on a 
partout l’angle gg'O' = P'g'g" , l’angle g'g" O" = et ainsi de 

suite , il est évident que si l’on développe la surface développable sur un 
plan, la courbe gg'g".... doit s’étendre en ligue droite; d’où il suit 
immédiatement qu’elle est la plus courte entre ses extrémités qui 
puisse exister sur la surface développable. Mais cette démonstration 
ne peut avoir lieu que pour les surfaces développables ; d'ailleurs ce 
n’est pas là la propiiété des développées qu’il importoit de connoilrc. 
Il est bien plus utile , dans la pratique , de savoir qu’uyaut construit 
la surface développable, lieu géométrique des développées d’une courbe 
quelconque à double courbure , on a niccaniquemcnt une de scs 
développées , eu menant , par un point de la courbe , un ül dans 
une direction quelconque laiigcut à cette surface , et pliant ensuite 
librenfent le fil sur lu surface, ce qui est simple , et suit iimuédiatC' 
ment du paragraphe IX. 

Xll. 

I lie courbe plane a donc une infiuilé de développées qui se trouvent 
toutes sur la surficc du cylindre , qui a pour base celle de ces dé- 


c 55« ) 

Vcloppécs <jui csl dan* le plan de la courbe j et tîintei ees développées 
sont à double courbure , ù 1 exception sculrmeut de celle dont on 
s’est, occupé jusqu’à présent, et qui sert de base à la surface cjlin- 
driqu V 

XII 1. 

Rëdproquemcnt , une surface c^’lindrlque à base rplelconquc est 
le lieu des développées d’une iuliniic de courbes , dont aucune ne 
peut être à double courbure. Soit en ellil (/g. 5) une 

courbe plane quelconque , et OO'O'O'".... sa développée plane , 
par tons les points B , B\ B".... etc. soient menés dans le plan de 
la courbe les rayons de iléveloppéc BO , B' O', B’’ O".... etc. qui se 
couperont cOnséculivcment dans la développée 00'0"0"K.. à laquelle 
ils seront tangens. Parles points O, O, O', O'»... etc. soient menés 
perpendiculairement au plan de la courbe les droites* OP, O'P' , 
0"P".... etc. dont l’assemblage formera une surface cylindrique qui , 
d’après l’article précédent, sera le lieu de l’infinité de développées de 
\a couvhi BB'B"B"'.... Par le point £ , et suivant une inclinaison 
quelconque , soit menée sur OP\a droite BP-. par les points B' et P 
soit menée la droite B'P, prolongée jusqu'à ce qu’elle rencontre O'P' 
quelque part en P' : de môme soit menée B"P>, prolongée jusqu’à 
ce qu’cJle rencontre O" P" en />, et ainsi de suite; ou, ce qui revient 
au meme , par le point B , et suivant une direction quelconque BP , 
sou menée une tangente à la surface cylindrique , et soit librement 
pliée cette droite sur la surface en PP'P'ipn'.... l’on aura une des 
développées à double courbure de la courbe BB'B"B"'.... Cela 
pose, \a i:ouibc PP'P'’... est bien à la vérité la développée d’une 
infinité d’autres développantes que de BB'B >.... mais il est clair que 
toutes ces développantes doivent être comprises daiisl.v surface coiirbïr 
formée par les rayons de développées BP, B'P', B"P".... et qu’on 
aura une de ces développantes en alung. ani ou diii.inu.inl tous ces 
rayons d’une qu.intité cunsianlc Bù ; ainsi les tourbes bb'b"b>"..... 
décrites par l’extrémité du rayon de développée , augmenté ou 
diminue de la quantité Bb , ont aussi, pour «ne de leurs développées, 
la courbe PP'P'P^".... Or, si des points b , b' , b", b"'.... etc. , on 
abaisse des perpendiculaires inr le plan de la courbe BB'B"B'‘' 
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on aura autant de triangles rectangles ÆW, B'b'k'.... etc, t^gaux entre 
eux et semblables , puisque tous les rayons des développées sont 
égulement iacliiiés à ce plan ; donc toutes les perpendiculaires bk , 
b'k', b"k".... scrout égales : donc tous’ les points de chaque courbe 
bb'b"b'" .... seront à égales distances du plan de la première ; donc 
CCS courbes seront planes : ainsi la courbe PP'P"P'" .... ne peut être 
la développée que de courbes planes. Mais ce que l’on vient de dire 

de la courbe Ppipi'P'n peut s'appliquer à toute autre décrite de 

la même manière sur la surface cylindrique ; donc une surface cyliiir 
drique à base quelconque ne peut être le lieu des développées que 
de courbes planes. 

XIV. 

Toute courbe tracée sur la surface d’une sphère , a pour lieu de 
scs développées la surface d’un cône dont le sommet est au centre 
de la sphère , et dont 1a base dépend de la nature de la couibe f 
car tous les plans perpendiculaires aux élémens de la courbe le sont 
aussi à la surface sphérique , et passent par conséquent par le centre. 

XV. 

Réaproquement une courbe quelconque , dont Je lieu des déve- 
loppées est la surface d’un cône à base quelconque , est sphérique , 
et a pour centre le sommet du cône ; car , pour en trouver une 
développée , il est indiO’érent de donner telle direction qu’on voudra 
au rayon de développée , pourvu qu’il soit normal , ou , ce qui revient 
au même , qu’il soit tangent à la surfaçe conique : on peut donc le 
diriger au sommet du cône autour duquel il fera une infinité de 
révolutions sans s’alongcr sensiblem^t , et le point décrivant rester^ 
toujours à la même distance de ce sommet. 


XVI 

Donc une courbe qui n’est ni plane ni sphérique , a pour lien de 
ses développées une surface développable , dont deux arêtes rectilignes 
consécutives se retteoutrent bien quelque part ; nuis dont trois prises 
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de suite ne se rencontrent pas dans un même point. La suite de ccc 
points d’intersection forme une courbe qu’il est fort aisé de recon- 
noltrc pour ne deroir jamais être plane, parce qu’alors la surface 
développable , dont toutes les arêtes ne sont autre chose que les 
tangentes de cette courbe , seroit réduite à un plan. 

XVII. 

Donc, I®. lorsque le lieu des développées d'une courbe k double 
courbure aura deux arêtes consécutives parallèles entre elles , la partie 
correspondante de la courbe sera plane , et réciproquement ; 3°. lorsque 
trois de ces arêtes consécutives se rencontreront dans le même point , 
la partie correspondante de la courbe sera sphérique , et son centre 
sera au point de rencontre des trois arêtes. 

Avant que d’aller plus loin , disons quelque chose des surfaces 
développables en général. 

XVIII. 

11 suit de tout ce qui précède , que les surfaces développables sont 
toutes composées du système d’une infinité de droites prolongées à 
l’intlui , et qui , toutes prises deux à deux consécniivcmeut , sont 
dans un raènic plan. 11 peut donc arriver ces trois cas , i”. qu’elles 
Soient toutes puiallclcs entre elles , et idors la surface développable 
est cylindrique à base quelconque ; a®, qu’elles se rencontrent toutes* 
dans un même point : dans ce cas , la surface est celle d’un cône à 
base quelconque j 5®. enfin , que toutes scs droites se rencontrent deux 
à deux consécutivement dans une suite de points , dont le système 
forme une courbe ù double courbure , à laquelle toutes ces droites 
sont tangentes , et c’est le cas géuénd des surfaces développttblcs. 
Cette courbe, pour chaque surface en particulier, est singolièrcinent 
remarquable , et jouit en général des propriétés suivantes ; 

1 ®. Cette courbe sullit pour détcrniiuer la surface développable à 
latpiclle elle appartient , puisque cette surface u’csl autre chose que 
le lieu j^'ométricpic de ses tangentes. 

a®. Elle est la limite de la surface développable , puisqn’pucune des 
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droites dont est composée le surface ne peut passer dncùté vers leqnel 
cette courbe est concave. Ceci s’entendra mieux par un exemple. Que 
l’on conçoive que tomes les tangentes possibles de l’hélice d’une vis 
soient prolongées à l'infini , et forment , par leur système, nne surface 
développable , cotte surface aura un nombre infini do nappes , p t 
chacune de ces n.appcs sera d’une étendue infinie , comme les droites 
dont elle est composée; mais aucune d’elles n’entrera dans le cylindre 
sur la surface duquel est tracée l'hélice : clic viendront donc toutes sc' 
terminer à cette courbe , qi^i sera par conséquent leur limite. 

3“. Cette courbe est , pour la surface développable , ce qu’un point 
de rebroussement est pour une courbe ordinaire : car les tangentes 
d’une courbe peuvent également être prtdongéos dans les deux sens , 
fbaentie par rapport h son point de contact ; or leurs prolongeincns 
dans un sens formcul une nappe particulière ; leurs prolougeiuen» 
dans rgulrc sens forment une nappe distincte de la première , tant 
qnc la courbe n’est pas plane, et ni'anmoins ces deux nappes passent 
à la fois par la courbe qui est leur limite commune. Cette courbe est 
donc , à proprement parler , Varête de rebroussement de la surface' 
développable. C’est aussi le nom que je lui donnerai. J’appellerai donc 
désormais arête de rebroussement d’une surface développable , la courbe' 
touchée par toutes les droites dont cette surface est composée , ou , 
pour parler plus rigoureusement , la courbe cunsiammcnl touchée 
par la droite qui , en se mouvant , engendre la surface. 

Il ne s’agit plus actuellement que d’appliquer l'aualysc à tout ce que 
précède. 

XIX. 

Etant données les équations et une courbe à double courbure f 
rapportées à trois plans rectangtdalres , trouver celle du plan 
normal mené par un point déterminé de la courbe ? 

Sournox. Le plan normal étant perpendiculaire à la tangente de 
la courbe au point où clic est coupée par ce plan , il suit du pre- 
mier problème qu’on aura facilement l’équation demandée , iorsqu’oa 
aura celles des projections de cette tangente ; or ces projections sont 
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lelles-ini'ines lis langciiics aux projcciions de la courbe dans dos points 
qui correspondent à la iiu'me abscisse ; la question est donc réduite 
à trouvcT les équations des tangentes des projections. Soient 

y = <fx et 3 = 4® 

les équations des projections de la courbe , <) et 4 indirpiaut des 
fonctions quelconques ; soit de plus x' l'abscisse du point déterminé 
de la courbe par lequel on doit mener le plan normal , et par con- 
séquent et 4-*^ les autres coordonnées de ce point ; cela posé , 
clierclions d'abord l'équation de la tangente à la projection sur le 
plan des x et y. 

Cette équation doit généralement être de cette forme 
y = Ax B , 

A étant la tangente de l’angle que fait cette droite avec l'ase des x ; 
or cet angle est le même que celui que fait avec le même axe l’élé- 
lueut de la projection qui correspond aux coordonnées x' cl -, 
donc on aura 


A = 


dx^ 


■ — <s'x^. 


La tangente devant de pins passer par cet élément , il faut qne la 
constante B soit telle qu’en faisant x = x' on aii^- = cix'j l'équation 
de la tangente à la projection sur le plan des x et ^ sera donc 

y — ^xl (x — x') ^'x'. 

Par un semblable laisonnemcnt , on trouvera que l’équation de la 
tangente à la projection sur le plan des x et 3 , pour la même abscisse 
du point de contact , est 

s — 4x' = (x — x') 4'x'. 

/ 

Ces deux équations sont celles des projections de la tangente de 
la courbe à^ouble courbure, et l’équation demandée du plan normal 
sera i 

(ï — +*)4'*'+(/ — 0'*')Vx' + x — x'ïso . . . (A) 
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XX. 


Etant données les équations d’une courbe à double courbure rapportée 
à trois plans rectangulaires , trouver celle de la surface développable 
qui est le lieu géométrique de toutes ses développées ? 

SoLCTiOH. Soient comme précédemment 

jr = et 3 = 4a^, 

les équations de la courbe proposée , de manière que celle du plan 
normal mené par le point de lu courbe qui correspond k l'abscisse x', 
soit , en vertu du problème précédent 

(x — 4-^)4'-=<^+ (.7" — <px')elx' X — 0^ = 0 . . . {A) 

Si l’on prend encore sur la conrbe un point infiniment voisin du 
premier , et correspondant à l'abscisse x' 4" dx\ l’équation du plan 
normal mené par ce nouveau point se trouvera eu mettant , dans la 
précédente , x' + dx* à la place de x', et sera 

[*— 4;x'4</it')]4'(*'4-</.*')+[>— {*'+rfx')=o. . .(a) 

et si dans les deux équations {A) et (a) on fiiit les x , ^ et s de l'one 
égales respectivement aux x , et a de l’autre , ces deux équations 
seront celles de la droite d’intersection des deux plans infiniment 
voisins : ou bien rctrancham (A) de (a) , négligeant les infiniment 
petits du second ordre , et divisant par dx ; on aura pour cette droite 
d’intersection les deux équations suivantes 

(i — 4^4^-^’+0' — — x'=zo . . (A) 
(z—4ad)4''x'+(jr — <fx')<p''x'—[i+(^>x')’-i-(4.'a^')’] = o . . (B) 

Or, cette intersection se trouve toute entière sur la surface des dé- 
veloppées , et renfierme tous les pèles de l'élémetit de la courbe 
compris entre les limites x' et x^ -{- dj^' ; donc , pour avoir entre 
X , ^ et X une relation qui convienne à tons les {«des de la courbe , 
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iadipendamment de l’abscisse x', «n n’aiira qu’à éliminer x' des deux 
équations (A) et (B) , et l’équation qui résultera sera celle de la surface 
demandée. 

XXI. 


Ou peut déduire iramédiatenicui l'équation (fi) de l'équation (^A) , 
eu remarquant qu’elle est la did'érentielle de celle-ci prise en regardant 
x' comme seule variable. Donc , pour trouver l'équation de la surface 
développable , qui est le lieu géométrique des développées d'une courbe 
a double courbure , il faut d’abord chercher l'équation du plan normal 
à la courbe , qui sera nécessairement de cette forme 

Az-\-Bj-irCx + D = o, 

et dans laquelle les constantes A , li , C , D sont des fonctions connues 
de l’abscisse x', correspondantes au point de la courbe par lequel 
passe le plan normal ; différentier ensuite cette équation en ne faisant 
varier que xf, ce qui donnera une seconde équation qtii sersira à 
éliminer x' de celle du plan , et l'équation en x et s qu’on obtiendra, 
Sïra celle de la surface demandée. 

XXII. 


Etant données les équations cTune courbe à double courbure , trouver 
celle de /’arélc de rebroussemrut de la surface développable qui' 
est le lieu géométrique de scs développées ? 

Solution. Les deux équations du problème précédent étant celles 
de l’intersection des deux plans perpendiculaires à la courbe , inciiés 
par les points qui correspondent aux abscisses et x'-^dx', cl 
pai- conséquent celles d'une des droites qui comjrosent la surface des 
développées ; si l’on suppose que dans ces deux équations x^ devienne 
x' -i-dx', et que x' +dx' devienne x' -f- a du', ce qui donnera 


x— 4(x'+ «ir'}]4'(x'+ dx')]<p'(x'+ du') 

+x — dit) = O ^a) 

Z — 4 4^("*^ + 2 dxi) + [j' — <1 (x"'-!- atfx')] at/x') 

+X (uf-\-2du' =0 . . • ... (B) 


( âSS ) 

cfts deux c’ijuations seront celles <l’uue droite qui se trouve encore 
sur la suriâce des développées , inl’inimenl prés de la première ; et si , 
dans les quatre équations (A) , (fi ) , (o) et (b) , on fait les x , , * 

de chacune d’elles égales aux æ , y , a de toutes les autres , ces quatre 
équations seront celles de l’intcrsectiOn de ces deux droites infiniment 
proches. Ou bien , remarquant qvie les équations (B) et (a) se com- 
portent l’une l’autre , et retranchant ensuite (a) de (b) , on aura pour 
le point d'intersection dos deux droites consécutives , les trois équations 

( s — — x'= O .. (A) 

(î — l.x')4" x'-j-(j— <fx')(j>"x'— [i = O (B) 

(;— 4x04'".ï^'+(J— 5[<p'x'(p"x'-(-4'x'4"x'] = 0 (C) 

Or , ce point d’intersection appartient à i’arète de rebroussement ; il 
se trouve en môme tenis sur les trois plans perpendiculaires à la 
courbe proposée , menés par les points de cotte courbe «jui corres- 
pondent aux abscisses x', x' -|- Jjc', x' -t- a tU ; sa position dépend 
donc de l’abscisse x'. Donc , si l’on veut avoir les équations qui 
conviennent à la suite des points ainsi déterminés , indepeudamment 
de l’abscisse x', on n’aura qu'à éliminer x' des trois équations (A) , 
(B) et (C) , cl les deux équations en x , cl a qu’on obtiendra , seront 
celles de l’arôte de rebroussement demandée. 

XX in. 


On peut déduire immédiatement l'cquatiou (O) de l’équation (B) , 
en observant quelle est la difrérenliclle de celle-ci prise en regardant 
x' comme seule variable , cl par conséquent la ditVércnlielIc seconde 
de (A) prise de la même manière. Donc , pour trouver les équations 
de l’arôte de rebroussement de la surface développable , lieu géomé- 
trique des développées d’uiie courbe à double courbure , il faut 
d'abord chercher l’équation du plan normal à la courbe , qui sera 
de celte forme 

Az -f- By 4- Cx D O , 

A / B , C D ciaut pour chaque plaa uormal des cuusioutcs , 
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foiutions connues de i’abscisse ddltrminéc sf , «ini con-espund an- 
poiiil de la courbe pur lequel passe le plan normal} diiïcrenlier ensuite 
deux fois celte cijualion en regardant x' comme seule variable , et 
dx' comme constant , ce qui produira deux nouvelles équations ; 
éliminer enfin de ces deux équations et de celle du plan , l’indétei'- 
minéc x' ; les deux équations en x et s qui resteront, seront cellos 
de l’arcte de rebroussement demandée. 


X X I V. 


St , des trois éqttations (./) , (B) et (C) , on tire les valeurs deS' 
(rois variables a: , et s , on trouvera 

( 4- f»' afl’Il 

t — ai ‘ 


Ces valeurs sont celles des coordonnées du point dans lequel se 
rencontrent les deux droites consécutives prises sur la surface déve- 
loppable , ou les trois plans consécutifs perpendiculaires à la courbe 
et menés par les élémeus qui correspondent aux abscisses x', x^-\-dx' 
el x'-\- 3 dx' . Ce point est à égalc^ distances de ces trois élémens ;• 
car en tant qu’il se trouve dans l’inlcrsection des deux premiers plans » 
il est à égales distances des deux premiers élémens , et en tant qu’il 
se trouve dans riuierscciion du second et troisième plan , il est égale- 
ment éloigné des second et troisième élémens j donc les valeurs de 
X , y et s , que nous venons de trouver , sont celles des coordonnées 
d’un point également éloigné des trois élémens consécutifs de la courbe,- 
pris dans la partie de cette courbe qui correspond à l'abscisse x' ; 
Or ces valeurs seront toujours réelles , tant que la branche de la pro- 
posée ne sera pas imaginai rc , c’est-à-dire, tant que et a' ou 41 x' 
et seront réelles } donc j dans toute courbe à double courbure y 


• • 
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trois élciucns cousccuiiis sont toujours ù égales distanees d’un certain 
point , et peuvent par conséquent être regardés comme placés sur 
la surface d’une même sphère dont ce point est le centre. La suite 
de tous ces centres forme l’arête de rebroussement de la surface des 
développées de cette courljc ; donc cette arête est le lieu géométrique 
des centres de courbure spliéritpie de la courbe , sans être une de ses 
développées , puisqu’aucuiie de ses tangentes ne rencontre la proposée , 
et quelles sont toutes sur la surface développable. 

X X V. 

Etant données les équations d’une courbe ù double courbure quel- 
conque, trouver celles de telles de ses développées qu’on voudra? 

Sot-CTio.v. 'foutes les développées d’une courbe étant sur une 
même surface développable, l’équation de celle surface est commune 
à toutes les développées : or , nous avons donné (XXll) la manière 
de trouver cette équation, et nous avons vu (ju’elle éloit le résultat 
de l’éliraiiiation de la quantité x' dos deux équations (.■/) et (B)-, il 
ne reste donc plus qu’à trouver pour chaque développée une équation 
particulière qui la distingue de tontes les autres , et qui détermine sa 
manière d’exister sur la surface développable. Pour cela , considérons 
que chaque développée doit être telle que la prolongement de sa 
tangente eu un point quelconque coupc la développante dans lé point 
dont les coordonnées sont et 4^-'; ou, ce qui revient nu même, 
que le prolongement de la tangente de sa projection passe par la 
projection du point de la développante dont les ctfordonnées sont 
O.', <fx' et 4x'. On aura donc , par rapport à la projection sur le 
plan des cl y , 

dz : — 4^ 

dj ~~ J — <fx' 

Si des trois équations 

(5 — 4x')4'x' + (j — = O 

(s — 4x')4"x'+(^-— <f"j:'_[i+(yx')> + (4'x')«]=o .. (/l) 

(î_4xJ) rf;- W 





- '"StqitiZi. 
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^ éliminé riodciermince les deux équations qu’on obtiendra eu 
x,_^ets, et dont l'une sera aux dilTcrenccs premières, seront les 
deux équations denundccs. 


XXVI. 

1 

. Au lien d’employer , comme nous avons fait , les projections sur 
le plan des j et s , on peut se servir de la projection sur l’un quel- 
conque des deux autres plans , et à la place de l’équation {D) on 
aura , dans le cas dn plan des x et / 

11 .-. (jr-^^^)àx=.(x — xf)djr^ 

et dans le cas du plan des x et x 

“ (a — 4x^) tir = (x — x') <Zi. 

De ces trois équations diflcrentielles deux quelconques comportent 
généralement la troisième ; mais si , comme dans le cas dont il s’agit , 
on suppose que les deux équations {jf) et (fi) aient lieu en même 
,tems qu’elles , alors de ceS trois équations düTérenticlles nue quel.^ 
.conque ^comporte les denx autres , et il suflit d’employer celle qui 
présentera moins de difliculié dans l'intégration. 

U d. 

inp , XXVII.,, 

tTVÇ- 

L’intégration de Téquation diflërentielle introduira dans le calcul 
une const.-tntc arbitraire qui , parles dilFércntes valeurs dont elle sera 
susceptible , pourra appartenir à telle développée qu’on voudra , et 
dont la’iÿélermination dépendra de la condition à laquelle la déve- 
doppéè' devra satisfaire. Par exemple , s’il s’agit de déterminer la 
constante de manière que la développée patte par un certain point 
donné sur la surface développable , et dont les coordonnées , dans 
les sens des x , des y , et des x , soient respectivement a , b et c , 
on substituera dans les deux équations de la développée , après l’in- 
tégration , à la place des quantités x , y et s, les valeurs correspon- 
dantfs a , b , c ; on éliminera de ces deux équations celle des trois 
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coordonnées a , b , c , qui sera perpendiculaire à la projection dont 
on mira fait usage , et il faudra que la constante satisfasse à l’cquatiou 
résullautc. . • • .. , . 

XXVIII. 

J’ai donc démontré qu’une courbe quelconque, plane on à double 
courbure, a une infinité de développées’, toutes à double courbure , 
à l’exception d’une seule pour cbaqnc courbe plane , et j’ai donné la 
manière de trouver les équations de tontes ces développées , d’après 
celles de la développante, ce que je m’étois d’abord proposé dans 
ce Mémoire ; ainsi il n’y a point de courbe que l’on ne puisse en- 
gendrer par le développement d’une infinité d’autres. Mais comme 
il est dillicile dans la pratique , après avoir plié un fil sur une déve- 
loppée, particulièrement si elle est à double courbure, de le développer 
de manière qu’à chaque instant du mouvement U soit bien exacte- 
ment confondu avec la tangente de la développée , lorsqu’on voudra 
construire par développement une courbe à double courbure BB'ff'B'"'.. . 
{fig. 6), on pourra , par un mémo point donné B de cette courbe , 
mener deux fils BO , BP, tangens à la surface développable, les plier 
' ensuite librement sur cette surface , l’un en 00'0''CP" .... l’autre en 
ppipiipii/ . çgj (jjj ^ dans leur développement , se contrebalanceront 
et empêcheront que leur point de réunion cesse d’étre dans la déve- 
loppante ; ou bien , pour &ire usage des formules précédentes , on 
donnera à l’indéterminée a ou i deux valeurs dilférentes , ce qui 
produira deux développées distinctes OCHCy'O'"..,. et PP'P'^P^^'...,. 
’qut jouiront de la même propriété. , 

X X I X.^ 

11 suit de là qu’il seroit facile de faire osciller un pendule dans 
une courbe à double courbure quelconque, si cela étoit nécessaire , 
en supposant que celte courbe tournât sa convexité du côté du ceatne. 
des forces qui agiroient sur le pendule. 




X 


( ) 

XXX. 

Du rajron de courbure et des diffêrens genres d’injlescions des 
courbes à double courbure. 


On appelle point d inflexion , dans nne courbe plane , le point 
où cette ligne , après avoir été concave dans un sens , cesse de l’étre 
pour devenir concave dans l'autre sens. 11 est évident que , dans ce 
point , la courbe perd sa courbure , et que les deux élémens consé- 
■culifs sont en ligne droite. Mais une courbe à double courbure peut 
perdre chacune de ses courbures en particulier , ou les perdre toutes 
deux dans le même point ; c’est-à-dire , qu’il peut arriver ou que trois 
élémens consécutifs d’une même courbe à double courbure se trouvent 
dans un même plan , ou que deux de ces él mens soient en ligne 
droite. U suit de là que les courbes à double courbure peuvent avoir 
deux espèces d’inflexions ; la première a lieu lorsque la courbe devient 
plane , et nous l’appellerons simple inflexion ; la seconde , que noos 
appellerons double inflexion , a lieu lorsque la courbe devient droite 
dans un de scs points. 

XXXI. ' 

Trouver la formule qui donne les points de simple inflexion des 
courbes à double courbure. 


Soi.üTioN. Wous avons vu (XVII) qne lorsqu’une courbe à double 
courbnre a un point de simple inflexion ,'ou', ce qui revient au même , 
que lorsqu’elle devient plane , la partie correspondante de la suHâce 
développable , qui est le lieu de ses développées , devient cylindrique , 
et que par conséquent les deux arêtes consécutives de cette partie 
de la surface sont parallèles. Il suit donc de là que le point de 
rencontre de ces deux arêtes est infiniment éloigné, ou les coordonnées 
de ces’ points sont Infinies'. Or nous avons donné (XXIV) les valeurs 
générales de ces coordonnées , qui sont toutes trois rendues infinies 
en égalant à zéro le dénominateur commun : donc la fonnnie , pour 
trouver les points de simple inflexion , est 


I 


\ 


•\."x^'"x ^"X‘\.'”x = O , 


ou 


(3G4) 

ddzd^j — ■ ddyd^z — o ; 

et la valeur de x , tirée de l'une ou de l’autre de ces deux formules ^ 
sera celle de l’abscisse qui convient au point demande. 

X X X 1 1. 

On auroit pu trouver cette formule par un raisonnement beancoup; 
plus simple. En eO'et , puisque dans le point de simple itiilexioo bt 
courbe à double courbure devient plane , il faut que dans oc point- 
les équations de la courbe satisfassent à l’équation générale du plan: 
or cette équation générale est 

* = ctx -|- • + c. 

Si donc on diffcrentic trois fois cette équation à cause des trois 
constantes , ce qui donne 

dz — adx + bdjr 
ddz = hddy 

= hd^y ' ■ ' 

et qu’on él imin e a et & de ces trois équations , on trouvera 
ddyâii — ddzdiy = o , 

équation de condition qui doit être satisfaite pour que ces trois élé-' 
mens consécutifs d’une courbe à double courbure soient dans un 
môme plan , et qui est la même que celle que nous ventms de donner 
dans le problème précédent. 

XXXIII. 

Trouver V expression du rayon de courbure d’une courbe â double 
courbure quelconque. 

SoLüTios. Dans tout ce qui précède , nous avons bien distingué 
les rayons de développées d’une courbe à double courbure de son 
rayon de courbure. Noos avons vu que dans chaque point une o»urbe 
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(^elconcjne a une inCnitc de rayons de développées , parce qu’elle 
a nue inliuité de dé-veloppécs dilFcrentes ; mais que dans chaque point 
elle n’-avoil qu’un rayon de courbure , et qu’on tronvoil ce rayôii en 
abaissant une perpendiculaire du point de la courbe sur rinlerseciion 
du plan normal avec le plan normal infiniment voisin. 

Or nous avons donné ( 1”. partie ) l’expression de la perpendicu- 
laire abaissée d'un point donné sur une droite dont on coiinolt les 
équations de projections ; de plus , nous avons trouve (XXII) pour 
équations de l'intcrsectioB du plan normal avec celui qui le suit 
immédiatement 

•' (s — — ■^= t> 

{= _ 4aJ) 4"x' -+. ( J — <;x') [1 + + (4'^')*] = O' 

d’où l'on tire les trois équations suivantes , qui sont celles des trois 
projections de cette droite ' 

— x4"x' + y(4'x^e,"x' — Vx'4"iJ) _ 4'x' [ I -4- -j- (4'x')-] 

■#-a(4W.'a^— <>V4"-*') — Tf-(«éx)- + (4'a^)'] 

, -j- x'V'x' — ^'x'4^'x') =: a 

Si l’on compare actuellement ces trois équations avec ceBc de la droite' 
donnée dans la I'*, partie, on trouvera pour expression du rayon do 
courbure d’une courbe à double courbure quelconque 

(^"x'y -J- (4”-t^0*“t~ t^-{'x‘^"x‘ —^'x'-\." x'y 
XXXIV- 

I 

Nous avons aussi donné (I”. partie) les expressions des coordonnées' 
du pied de la perpendiculaire abaissée d’un point sur une droite ; 
si l’on substitue encore dans ces formules les valeurs ci - dessus f 
on trouvera pour coordonnées du centre de courbure d’une courbe 
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quelconque dans le sens des x ' 

' +('»''')* (4,»xj*-h(4"a:)>4-(4'j;»''x— V'x4"jr)‘ ’ 
dans le sens desj^' 

el dans le sens des s i , !• .1 . • ■; 

Ix I fl \-(î'xY Hl'xYl . . ■ 


De manière qu’à l’aide de toutes ces formules , on peut non-seulement 
connoltre la courbure d’un point quelconque d’une courbe à double 
courbure , mais encore assigner le sens de sa courbure , puisqu’on 
peut connoltre dans l'espace la position de son centre de courbure. 


XXXV. 


Trouver la formule qui donne les points de double inflexion des 
courbes à double courbure. 

SoLtjTiO!». Il suit de la définition que nous avons donnée (XXX) 
de la double inflexion , que toutes les fuis qu’elle anr* lieu , le i*ayo*- 
de courbure sera = ao ou = b é’est-à-dirc , qu’on aura 

(o"x)' + (4^'-*')“ H” = oou = ao. 

Le premier membre de cette équation étant la somme' de trois 
carrés , on doit avoir ' ’ 


e"x = 0 ou 00 ; 4 ^^^ c= o ou ac ; = O Ou « . 

La troisième équation étant une suite des deux premières , la for- 
mule pour trouver les points de double inflexion sera 

^"x = 0 ou <0 ; -^''x r= O ou so ; 


ou bien 

d'j- zx O oaxi j = o ou 00 . 

11 est inutile de remarquer que la même formule donne aussi les 
points de rebroussçment. t . , ♦ 
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Dï l’inTÉC» \TION DES EQDATIOSS AtJX DIFFERESCES PARTIELLES 
• DU PREMIER ORDRE . ERTRE TROIS VARIABLES. 

- • i ^ ■ .-t . 


- •«' *1 ' . îi t s ffi . ' ‘ • 

T /inTfc»Ain>w d’une cquaiion quelconque. uux'diQërences parliellcs 
du premier ordre à 'trois variables ne dépend que de celle d’une 
, 'seule équation aux didërences ordinaires a deux variables , et dans 
laquelle la dilRremielle dVine des variables est regardée comme cons- 
raniç. ' Lu procédé consiste à rccWclier d'abord les équations aux 
ditTérencas ordinaires de la caractéristique do la surface , cl à intégrer 
«nsuite CCS ^ éqnations ; ce qui divise naturellement l’objet dont nous 
nous dccUpons en deux parties distinctes. 


^ PREMIÈRE PARTIE. 


Recherche des équations aux différences ordinaires de la 
' ' caractéristique. 

Pour mettre plus de clarté dans la recherche des cqualions de la 
caractéristique , je vab rcutrrprcndrc par les seules considérations 
géométriques J mab ce que j'ai dit jusques ici sur la caractéristique 
( parag. 8, pag. 4? ) > n’est pas complet , et je vab reprendre les choses 
de plus haut. 

P ... .. J. 

r 

• ■ • ». 

Concevons une surface courbe quelconque donnée , dont Ta cons- 
truction dépende de deux paramètres > , H , et dont l’équation soit 
représentée par ^ 

«I = oj 

supposons de plus que les deux paramètres ne soient pas iudépendans 
l’un de l’auti'c , mab qu’il jr ait entre eux une relation déterminée,. 


A .. 


■■■' (”C8) •• 

exprimée par /3 = , 4 élant une certaine funclion donnée , c« 

sorte que et soit le paranaètre principol^ l’ équation de la (urface sera 

*•«>♦«}= ® = 

cela posé , suivant que Ton donnera au paramètre ■ des râleurs 
diflcreiites , l’équation appartiendra .à des surfaces différentes dans 
chacune desquelles les (juantites a , , qui seront toutes deux cons- 

tantes, auront des valeurs différentes. Si donct on suppose que le 
paramétré a prenne successivement toutes les valeurs possibles , depuis 
— ao jusqu’à ■+• as , la surface se mouvra en changeant de forme ; 
elle passera successivement par toutes les formes et toutes les posi- 
tions dont elle est susceptible , et elle parcourra tiU certain espace. 
Enfin, si l’on suppose que toutes ces snrfitces existent ensemble, ;ot 
4pi'uiic autre sur&ce les enveloppe tontes; cotte dernière sucÊKei, 
jusqu’à laquelle chacune des premières s’étend, au-delà de laquelle 
aucune d’elles ne se porte , et qui est par conséquent leur limite , 
est aussi la limite de< l’eSpace parcouru par k preipière , regardée 
comme mobile et variable de forme en vertu de la variation du pa- 
ramètre K. , , ' 1 ■ 

C’est cette dernière surface à laquelle , en la comparant à la Sun- 
face mobile , j’ai donne le nom M’enveloppe ; tandis que j’ai donné 
celui Mleweloppée à la surface mobile. ! 

/ 

II. . 

Il est évident que l’enveloppe' 'louche chacune dos enveloppées 
dans une courbe qui se trouve en même tems «t sur l’enveloppe et 
sur l’enveloppée ; c’est celle courbe de contact à laquelle j’ai donné 
le nom de caraclérisUque de l’enveloppe. Or , il n’y a sur l’enveloppe 
aucun point dans lequel cette suVfaçe ne touche une certaine enve- 
loppée pour laquelle k‘ paramètre constant a a une cer^inc valeur 
déterminée. Donc, il n’y a sur l’envcloppok aucun point par lequel 
jic passe une certaine Caractéristique , pOuè l^ucllc le paramètre a a 
1.1 même valeur que pour l’enveloppée sur ^aqucllc celle courbe se 
trouve , c’e,sl-à*dire , pour laquelle les quantités c , ((a sont toutes 
deux constantes. * - i . 
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L'cateloype p«iu donc être rcgardéo comm^ It d« loiitct; les 
csrac(ëriMM}»cs qui currcsjkHKleiit aux diflcreuies valeim d« • , et 
par cofMé(|ue(it comm« engeuflrée par le- niuuvrnicnl ' de la carac- 
téristique, considérée comme nuddie et wriaL'lc de furme ea rerut 
de la variation du paramètre «. Nous rerrons plus loin ( XI) pourquoi 
de toutes les ^nérairices possildes de l’enveloppe, celle-ci tu’a paru 
devoir dire outioguce par un nom particulier. 

■ ; . a III. ■ 

Si Ton considère deux enveloppées consécutives pour fune desquelles 
le paramètre a ait une certaine valeur dctermiuce qui, dans l’autre, 
sera ces deux surfaces se couperont dans une certaine 

courbe qui sera aussi une ligne de eontact entre rllcs deux , et 
qui lie dillercra pas de celle dans laquelle la première des deux en- 
yeroppées touebe l’enveloppe; cette courbe sera donc ht caractéris- 
tique qui correspond è la première des' deux enveloppées. Or, les 
équations de ces deux enveloppées consécutives sont 

<f«) =0, 

ou , représentant la première par 


In seconde c.st 


/=o. 


donc, ces deux équations sont celles de la caractéristique; et parce 
qu’elles dotvent avoir Ken en 'même tems ponr cette courbe, la pre- 
mière réduit la seconde, et elles devienneiit ' 

' . , . /f». ' : 




•i7 
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dans lesquelles la valeur de * détermine lu forme et la posltion'de 
chacauc des caractéristiques : donc enfin , l'enveloppe qui est le lien 
général de toutes les caractéristiques aura pour équation intégrale le 
résultat de l’élimination' de rindéterminée c entre les denx équations 

précédentes. ' ^ ' * 

IV. 

On voit que , si la forme de la fonction 41 est donnée , et par 
conséquent celle de sa dérivée 4', l'élimination de a sera toujours 
possible , et que l’équation de l’enveloppe sera entièrement délivrée 
du paramètre variable a; mais elle conlieiulra toujours des traces de 
la fonction 4 et de sa dérivée 4' ; ain.si , pour chaque forme dilfcrenlé 
que l’on ponrra donner à la fonction 4, on aura" une enveloppe 
diQ'érenie. Si donc on veut que l’équation appartienne à toutes les 
enveloppes possibles qui peuvent être produites par les divers mou- 
veiiieus que l’on pourroit donner à l’enveloppe mobile , il faut 
regarder la forme de la fonction 4 comme arbitraire; mais alors 
réliminatioM du [>aramètre a n'est plus praticable, ou du moins elle 
ne peut s’cfTcclucr que dans des cas particuliers , cl l’équation de l’en- 
veloppe ne peut plus eu général être exprimée que par le système 
des deux équations ' 1 

/=o, 



entre lesquelles il faut éliminer rindéterminée a , et dans lesquelles là 
fonction 4 est arbitraire. 

* V. ; , 

i 1 ■ ' • 

.Néanmoins , Fenveloppe peut être exprimée par une équaiitui uniqua 
aux difl'érences partielle« ; en ell'el, des deux équations précédentes, 
lu seconde énonce que la dillérentlellc de la première , prise en re- 
gai-dant a comme seule variable , est égale à r.éro; on peut donc 
diUérentier la première en regardant a comme constante. Mais cette 

équation = o apparücni h une surface courbe pour laquelle deux 


Dir: 




I 


« • 


( 5 ?» ) . 

fariabl«s , par exemple x,jr, sont indépendantes, ainsi qne lent* 
différentielles dx, dj ; il faut donc que les deux différentielles de 
cette équation prises en regardant d’abord x, puis^ comme seules 
TsriaUes , aient lieu cbacone en* particulier } la première sera en 

t 

1». •*. J) *1 «1 <»»i 

la seconde sera en ' ' , > ■ 

«■ -1 ^ t J' f * $ 

Donc, entre ces deux équations et f = o, on pourra éliminer les 

deux quantités V, , et on aura nne équation aux différences par- 
tielles du premier ordre , ■ ^ 

F{p, q, x,f,»] = o. . I- , 

Or, 1 °. en éliminant « on transporte à l'enveloppe ce qui u’étoit 
dit d'abord que de l'enveloppée ; a”, en éliminant 4 >«, on transporte 
à toutes les enveloppes possibles ce qui n’éioit dit d'abord que de 
Fenveloppée déterminée* par la forme supposée à la fonction e- ' 

J Donc , l'équation aux différences partielles du premier ordre 

appartient à toutes les enveloppes possibles qui peuvent être produites 
d’une manière quelconque par le mouvement de la même enveloppée 
mobile. . . . . . ^ 

VI. 

On sait que, deux courbes quelconques étant données dans l'espace, 
, si Ton approche d'elles un plan qui les louche toutes deux , ce qui 
ne déterminera pas sa position , et si l’on suppose que ce plan roule 
de manière qu'il ne cesse pas de toucher les deux courbes dans son 
mouvement qui, par là, sera déterminé, il parcourra un espace dont 
l’enveloppe est une surface développable qui passe par les deux courbes. 

Cela posé, concevons deux caraclérisiiqucs consécutives dont la 
preluicrc coirespondo à une valeur déterminée de a, et supposons 
qu’un plan- roule sans cesser de les loucher toutes deux j le mou- 
vement de ce plan déieruiinera une surface dévèloppohlc qui passera 


4 
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~^r ies éeuM caraoléristk|aM cMiséowlim , «t <|ai «rra par coinéqncM' 
iMi^>cnte à i’envdoppr. Dans r«qoaiâon de cette torfàce dérclnpptible, 
m aura la tnAme valeur déterminée <{na pour la caraciériaiique dans 
laqnaUc elle touche l’enveloppe; et les quantités «, seront toutes 
deux constantes. 


Actuellement, si, sur la seconde caractéristique et la U'oisâème.' 
on fait la même opération que nous venons de faire sur la pre- 
mière et lo seconde , on aura ,unc seconde surface développable qui 
passera de mtnle j^a^lh seconde caractérisilque et a troisième, qui 
touchera «UF atéma r«aveloppe, et dotU l’équation ne diflërera de 
celle de la première que parce que la quantité ■ sera devenue «-1- «fs; 
et U est évident que ces deux surfaces développables consécutives sc 
couperont dans la seconde -caractéristique qui leur est coinrmnne. 


Si donc on^contiiuie de faire passer ainsi des surfaces développables 
par tontes les caractéristiques ]iri.scs deux à deux consécutivement, 
on aura iiuc suite de surfaces développables Utugenlet ÿ l’enveloppe, 
et dont deux quelconques consécutives sc couperont «land ttne de^ 
caractéristiques : donc , si l'ou suppose que la surface d^t^loppable 
sc meuve dans rc$]>ace , en vertn de la variation du paramètre a 
que contient son équation, elle parcourra un espace dont l’enve- 
loppe sera la même que celle que nous avons considérée jnsques ici. 
Cette snrface développeWe peut donc être regardée comme une 
enveloppée nouvelle , ^mobile en vertu de la variation dn même 
paramètre a , et à laquelle appartient la meme enveloppe. .* 

.*• 

VII. 

* • 

Ce que nous venons de dire de la surface développable dont 
l'équation générale aux diflcrcnccs partielles rt — s* =o , est du second 
ordre, peut se dire aussi de toute autre surface dont l’équation aux 
dllférenccs partielles est aussi du secuud ordre : nous n'en rapporterons 
qu’un seul exemple. 

Concevons qu’une sphère du rayon constant roule en touebant 
loueurs la premièiu caruclcristiquc et lu seconde; elle parcourra un 
pspace dont l’enveloppe sera la surCicc d’un tuyau à section circuloirt 
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(k r»yon c«nMaat; «t octte cniface, dans l'équntion de laquelle 1« 
parumctre ■ aura la valeur déterminée qui convient à la première 
caractéristique , passcr.i par lus .deux caractéristiques consécutives et 
sera tangente à l’enveloppe primitive. 

Si l’on fuit la même opération sur la seconde caractéristique et la 
troisième , on aura la surface d’un second tu^-au à section circulaire 
de même rajon , <{ui passera par la seconde caractéristique et la 
troisième , qui touchera de même l’enveloppe primitive , et dont 
l’équation ne difl'érera de celle de la première que parce que le 
paiamètrc a aura pris la valeur » -f- d». Les surlâces de ces deux 
tu/aux ounséculifs se couperont dans la seconde caractéristique qui 
leur est commune. 

Si donc on continue de faire passer ainsi des surfaces de tuyaux 
circulaires par toutes les caractéristiques considérées deux à deux 
eousécutivenient , on aura une 'suite de sur^ces tangentes à l’en- 
udoppe primitive , et qui , considérées elles-mêmes deux à deux 
oonsécutivement , se couperont successivement dans toutes les carac- 
tcrisliques. Donc, si l’on c*uçoit que la surface du tuyau dans 
l’équation de laquelle entre le paramètre a, sc meuve dans l'espace 
en vertu de la variation de ce paramètre , elle parcourra un espace 
qui aura U même enveloppe. . ' • ’ 

VIII. 

U suit de là qu’une surface, considérée comme enveloppe, n’a 
pas d'enveloppée nécessaire; c’est-à-dire, quelle est l'enveloppe 
commune d’un nombre iiiGui d’espaces diflerens parcouras par des 
enveloppées dillcreutcs, mobile chacune en vertu de la variation du 
même paramètre a qui se trouve , ainsi quo «a , dans l’équntiou de 
l’enveloppée. Or, noos avous vu.(ty) que l'équation intégrale d’une 
surface considérée comme enveloppe , est en général le résultat de 
réliralnatiou de a eoire l'équation de renveloppéc mobile 

. . r> «> ‘l’") = O » 

et sa dilfércntielle prise en regardant a comme seule variable ; nous 
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Tenons de voir d’ailleurs qw; la fonction est susceptible tbm 

nombre infini de formes difTérentcs , dépendantes de la nature de 
l’cnveloppce mobile; donc, lorsque l’équation intégrale d’une enve- 
loppe est présentée comme le résultat de l'élimination de « entre deux 
équations telles que 


/=«• 



le système de ces deux équations n’a rien de nécessaire , et il peut 
être remplacé par un nombre infini d’autres systèmes de deux équations 
differentes des deux premières , et produisant le mémo résultat par 
l’élimination de 

^éaiituoins il est avantageux de choisir parmi tontes les enveloppées 
mobiles qui , par leur mouvement , produisent la meme enveloppe , 
celle dont l’équation est plus simple, ou dont la construction est 
plus facile , ou à la considération de laquelle on est plus accoutumé. 

IX. 

Considérant sur une enveloppe quelconque la suite des caracté- 
ristiques dont elle est le lieu , commençons par celle de ces conrbes 
qui correspond à une videur délemiinéc de <t; prenons sur elle un 
point arbitraire, et concevons sa taugente en ce point; puis par cette 
tangente, menons un plan quelconque qui sera tangent à la courbe ^ 
mais'dont la position ne sera pas déterminée, et qui ne sera pas 
tangent à l’cnvoloppc. Cela fait, concevons que le plan tourne autour 
de la tangente jusqu’à ce qu’il touche la caractéristique suivante en 
nn certain point qui sera déterminé ; la position du plan sera alors 
déteivuinée , il sera tangent à l’enveloppe , et U contiendra la tan- 
gente à la seconde caractéristique. 

Concevons ensuite que le plan tourne autour de la tangente de 
la seconde caractéristique jusqu’à ce qu’il touche la iroisicnie en nn 
autre point qui sera de même déterminé; dans cette position , il 
sera encore tangent à l'enveloppe ; et il contiendra la tangente à 
la troisième caractéristique. 
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^Hn , concevons qnc le plan continue de roulCr jiinjii , en tournait ' 
toujoars autour de la tangente de la caractéristique qu’il touche , 
jusqu’à ce qu’il touche la caractcrisliquc suivante ; il iit évident que 
dans son mouvement il ne cessera pas d’étre tangent à l’enveloppe , 
puisqu’il passera toujours par les tangentes de deux caractéristiques 
consécutives. Il déterminera sur l’enveloppe une suite de points tle 
contact dont le lieu sera une courbe qui passera par le point de 
contact pris arbitrairement sur la première caractéristique. Il y aura 
donc sur l’enveloppe autant de courbes detern^nées de cette manière 
que l’on peut concevoir de points pris arbitrairement sur la première 
caractéristique; chacune de ces courbes coupera toutes les caracté- 
ristiques et réciproquement; et parce que la considération de ces 
courbe^ va nous devenir nécessaire / je leur donnerai le nom de 
trajectoires de la caractéri'.tiquo. * 

Les angles sous lesquels les trajectoires coupent les caractéristiques 
dépendent en général de la nature de l’enveloppe. Par exemple, dans 
les surfaces de révolution , les parallèles sont les caractéristiques , les 
méridiens sont les trajectoires ; et dans ce cas les trajectoires sont 
orthogonales. 

Le plan qui se meut de manière à toucher toujours l’enveloppe 
dans la même trajectoire, détermine une surface développable qui 
touche ellc-mémc Tenvcloppe dans toute l'étendue de la trajectoire. 

•X. 

Nous avons fait rouler ^le plan tangent sur l’enveloppe de deux 
manières dillerentes. 

Dans la première , le point de contact du plan mobile ne sort pas 
de la même caractéristique , et deux plans consécutifs se coupent dans 
la tangente à la trajectoire qui passe par le point de contact. 

Dans la seconde , le plan de contact du plan mobile ne sort pas 
de la même trajectoire , et deux plans consécutifs se coupent dans 
la tangente à la caractéristique qui passe par le point de contact. 

Ainsi , la surface développable qui touche J’enveloppe dans la carac- 
4érisûque , et celle qui touche l’enveloppe dans la trajectoire -, sont 
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r<^ciproqact e* ceU que la première eM le lieu des is^emcs aux 
diilcrcutes tiajceloires dont las points de coataet sont pris sur la 
xuème caraclétislique , tandis que la seconde est la lieu des tangentes 
aux dilTcreates laioctérisiiqucs dont les points de contact sont pris 
sur une même Irujcclaire. « 

Celte propriété uuu'itc une grande attention , parce qne c’est son 
expression ([ui nous produira les deanc éqnntioiis aux dilTérenccs 
ordinaires de la caractéristique. * 

XL 

L’enveloppe étant le lieu de toutes les trajectoires dont les diffié> 
renies équations intiégrales ne diâcrent entre eUes qna par la valenr 
d’un certain paramètre H qui varie de l'une à l’autre , la trajcctouc 
j>cut aussi être regardée coninie une génératrice de l’enveloppe qu’elle 
engendre en vertu du mouvement que lui procure la variation de 
mais il y a une grande dill'ércncc entre cette génératrice et la car 
rocteristique. 

Pour la caractéristique , les quaiilitcs a, <fn, qui entrent dans ses 
équations intégrales , sont toutes deux constantes , et doivent être 
regardées comme telles lorsqu'on diirérculie aux dillérences ordinaires 
ces équations j on peut doue les éliminer conunc deux véiitubJcs 
constantes arbitraires, et les équations aux dilTércnccs ordinaires que 
l’on obtient alors , ne renfermant plus la fonction!^, appartiennent 
à toutes les caractérisliqucs qui se trouvent sur toutes les enveloppes 
possibles. Pour la trajectoire au contraire, ses deux équations peuvent 
bien à la vérité être regardées comme indépendantes de a mais 
elles ne le sont pas de la forme de la fonction <f ; cette courbe dérive 
nécessoirement de celle qui dïi-igc le niouvcnicut de fenvcloppéc, et 
idle tient csscnlielTcment à la nature de l’enveloppe que l’on considère. 

Ainsi la caractéristique est la génératrice commune à toutes les 
enveloppes dilfcrentes et en nombre infini que Ton peut produire 
par la même enveloppée , tandis que la trajectoire n’est la générafrii'o 
iptc d’une seule de ces càvelcqtpes } la caracrérisilquc, dont lanufurc 
ne dépend abstdniocBt que de celle do i’tfnvdoppée , est donc la seule 
qui porte le carattere général de la génération exprimée par i’équorioik 
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aux dlflcrences pai-lielles. C'est pour celu que je^ui al tloiiiiù uu nom 
parliculicr qui la disliiigue de toutes 1rs autres génératrices. 

Par exemple, dans la surface de révolution , le méridien , qui est 
la trajectoire , est bien une génératrice j c’est même la seule qu’on 
ait coutume de considérer ; mais cette génératrice est propre à une 
surface de révolution individuelle ; elle varie sans aucune dépendance 
sl’un individu à un autrf , cl ce n’est pas elle qui donne à la surface 
le caractère d’élre de révolution. C’est le parallèle seul, cest-à-dire, 
la circonférence de cercle dont le plan est toujours normal à l’<ixe 
constant de position, qui passe par son centre ; c’est, dis -je , le 
parallèle qui est la génératrice coininunc à toutes les surfaces i de 
révolution autour d’un même axe ; c’est cette courbe qui imprime à 
la surface le caractère d’étre de révolution ; c’est elle qui est la carac- 
téristique de cette génération. 

Ces préliminaires ét.ant posés, nous allons passera la reclicrclie de» 
équations aux différcuccs ordinaires de la caractéristique. 

X I I. 

Suit proposée l’équation générale aux différences partielles du 
premier ordre 

=o 

dans laquelle les cinq quantités entrent d’une manière quelconque mais 
donnée ; si on la difl’érenlie aux différences ordinaires , on a une 
équation aux différences ordinaires de la forme 

Ptlp -1- ÇJq + XtLc + JWj -l- Zrfe = O , 

dans laquelle les cinq coefllciens P, Ç,X, V,Z, obtenus parla 
différentiation , sont connus en p , q ,x, y, z; et parce que l’on a 
d’ailleurs dz = pdx -j- qdy , celte équation différentielle sera 

Pdp +Qdq-\-{X-\-pZ)dx-^{r-\-qZ)dy = o ... (ET) 

Cela posé , considérons le plan tangent qui s’appuie sur deux ca- 
ractéristiques conséaitives quelconques , et qui les touche chacune en 
un point. Si , sur l’enveloppe , on veut passer du premier de ces deux 
points de contact au second , c’est-à-dire , parcourir l’élément de la 
trajectoire j comme ce» points spnt sur le même plan tangent , les 

48 
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qaanliics p , q nt changent pas dans le passage : il faut donc faire 
dans {B) dp -=0 , dij = o , ce qui donnera 


{X-{-pZ)th:-\-{y-\-qZ)dj=o (C) 


ijy , , 

dans laquelle la valeur de indique sur le plan des ^ , y la 


direction suivant laquelle doit se faire le passage , c’est-à-dire , la 
direction de la projection de rélément de la trajectoire. Cette équation 
différentielle n’est donc autre chose que celle de la projection de la 
trajectoire cUe-méme sur le plan des x , j. 

Le plan tangent n’est pas la seule surface qui passe par la trajectoire ; 
si dans (B) on fait 

Pdp -|- Qdq = 0 (D) 


on a également l’équation (C) ; ainsi la surface à laquelle appartient 
l’équation (D) passe aussi par la trajectoire. Or , cette surface est dé- 
veloppable , puisque son équation aux différences ordinaires est en 
ilp , dq ; de plus elle touche l’enveloppe , puisque les quantités p , q 
ont les mêmes valeurs pour cette surface et pour l’enveloppe j donc , 
l’équation (Zf) est celle de la surface développable qui touche l’enveloppe 
dans la trajectoire. 

Jusques ici nous avons regardé comme immobile le plan tangent 
dont l’équation , limitée à l'étendue de l’élément de l’enveloppe , et 
rapportée au point de contact pour origine , est ■ • ' 

dz = pdx + qdj- (E) 

mais si l’on veut commencer à faire rouler ce plan d’une manière 
quelconque sur l’enveloppe , pour donner lieu à la formation d’une 
surface développable tpiclconque , le second plan coupera le premier 
dans une droite dont on aura l’équation en différentiant (£) sans faire 
varier les coordonnées dx , djr , th , ce qui donnera 

dpdx -j- dqdj = 


Dans cette dernière équation , si l’on met pour la valeur qui 


convient à la droite autour de laquelle le plan tourne , on aura en 
dp , dq , l’équation aux dillercnccs ordinaires de la surfiice déve- 
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luppable produite par le raouvemeut du plan ; et si l'on met pour 

la valeur qui convient à la surface développable produite par 

le mouvement du plan , on aura m dx , djr, l'cqnation de l’élément 
de la droite autour duquel le plan tourne. 

D’après cela , si le plan roule de manière que le point de contact 
ne sorte pas de la caractéristique , il tourne autour de la tangente 

à la trajectoire , et la valeur de doit être celle que fournit 

l’équation (C) de la trajectoire. Si donc on substitue cette valeur , ce 
qui produira 

(.V + pZ) dq -{r+qZ)dp = 0 • . . (Il) 

on aura l'équation dilTérenticIle de rcnveloppéc développable , équation 
qui appartient aussi à la caractéristique comprise sur cette enveloppée. 
Si , au contraire , le plan roule de manière que le point de contact 
ne sorte pas de la trajectoire , il toarne autour de la tangente de 
la caractéristique , il donne lieu à la formation de la surface déve- 
loppable q\ii touche l’enveloppe dans la trajectoire, et la valeur de 

doit être celle que donne l’cquatlon (D) de cette surlàce ; si 

donc on substitue cette valeur , ce qui produira 

PJy _ Ç,Jjc =0 ... (//) 


on aura une équation qui appartient à l'élément de la caractéristique 
autour duquel tourne le plan , et par conséquent l’équadon différen- 
tielle de la projection de 1a caractéristique sur le plan des x ,j-. Ainsi, 
les deux équations aux dilféreiiocs ordinaires {G) , {H) appartiennent à 
la caractéristique. , % 

En nous résumant , on voit que l’équation 


.(B) Pdp + Çdq -j- (.A'-j- pZ) </x ( E + çZ) dj- = o , 

étant partagée dans les deux suivantes 

(C) (x+pZ)dx+(r-^qZ)dp = o, 

'P) Pdp->r 
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et ayant posé Icqualion 


dpâx + dqâj- = o , 

si l’on substitue dans (C), (D) pour ou les valeurs que 
donne cette dernière , on aura les deux équations 

I . 

(G).. {K->rrZ)dq-{Y-{-pZ)dp = o, 

(//) Pdy— Qdx = O , 


qui appartiennent toutes deux à la caractéristique. 

Les équations {B) , (E) qui appartiennent toutes deux à l’enveloppe 
sur laquelle se trouve la caractéristique , appartiennent aussi à cette 
courbe ; ainsi on a pour la caractéristique les quatre équations aux 
düTérences ordinaires (fi) , (£) , (G) , {fl). 

\ 

XIM. 

Les quatre équations aux difTérences ordinaires que nous venons 
de trouver pour la caractéristique , sont entre les cinq ditTcrentielles 
dp , dq , dx , djr , dz. Ou peut donc éliminer entre elles trois 
quelconques de ces dilicreutielles , et on aura une équation qui ne 
contiendra que les deux autres , ce qui produit les dix résultats suivans 


1 Pdy — (fdx — O , 

a Pdz —{Pp -\-Qq)dx=zo, ^ 

5 <fdz — {Pp -\-Çq)dy=zo, 

4 ... ; Pdp-^ {X pZ) dx = vt , 

5 Qdp -h ( pZ)dy =Z O , 

6 Pdq + {;r -^qZ) c/x = o . 

7 ’. Qdq-^{Y -\-qZ)dyx=o, ' 


8 ... . (Pp Çq)dp + {X -\rpZ)dz =o, 

9 (Pp-^Qp)dq + (r -\-qZ)dz=o, 

U» .... {X pZ) dq — (Y qZ) dp =. O. 
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Ces dix équations , qui appartiennent toutes à la caractéristique « 
nous seront utiles par la suite , mais il faut bien se rappeler qu’elles 
ne sont point indépendantes, et quelles ne disent pas plus que les 
quatre équations (B) , (£) , (G) , (ff) dont elles sont une suite 
nécessaire. 

On peut former les dix équations précédentes d’une manière com- 
mode i car les cinq quantités 


dx: dy dz 

dp dq 

’ V ' Pp + (^^ 

A y çjC 


étant disposées , comme on voit, en deux cases , la somme de deux 
quelconques de ces quantités , égalée à zéro , avec le signe — si elles 
sont prises dans la même case , et avec le signe si elles sont 
prises dans des cases différentes , produira une des dix équations de 
la caractéristique. 

SECONDE PARTIE. 


De l’intégration des équations de la caractéristique. 

XIV. 


Il peut Se présenter deux cas ; ou l'équation aux différences par- 
tielles est linéaire en p , q , ou elle ne l’est pas : le premier de ces 
deux cas étant plus simple à traiter , nous allons d’abord nous en 
occuper. 

Soit donc proposée l’équation linéaire générale 

Pp + Çq = 1^, 

dans laquelle les trois coclliciens L, P, Ç soient donnés d’une 
manière quelconque en ar, Les trois premières équations de 

la caractéristique , qui sont dans ce cas les seules nécessaires , 
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deviennent 

rdy — Qdæ = o , 

Pde — IaIx = O , 

(^<h — Uj = O. 

Llles iippai'tiouneiil aux projections de la caractéristique sur les trois 
plans des coordonnées ; ainsi deux quelconques d'entre elles conv- 
portent la troisième. Il sulllra donc d’en considérer diux , par 
exemple , les deux deruièix». 

Supposons d’abord que ces équations soient toutes deux intégrables , 
et que leurs imégralcs soient représentées par 

N=lt, 

dans lesquelles « et 0 soient les deux coastantes arbitraires introduites 
par les intégrations. Dans cet état , ces deux intégrales appartiennent 
à toutes les caractéristiques possibles qui peuvent se trouver sur toutes 
les enveloppes possibles auxquelles appartient l’équation aux difl’é- 
rcnccs partielles ; c’est-à-dire , que , de toutes les caracicrisliqucs 
possibles dont le nombre est iulini du second ordre, il ny en a 
aucune dont les deux inlégndcs ne puissent devenir les équations 
propres , si l’on donne à chacune des deux constantes arbitraires 
(t , li une valeur déterminée convenable. 

Mais si l’on ii’a pas pour objet de considérer à la fois toutes ces 
caractéristiques; si l’on sc propose seulement d'en considérer une 
certaine série , et si l’on veut que toutes celles qui composent celte 
série soient liées entre elles par une loi , en sorte que l’on ne puisse 
passer d’une quclcinqiie à la suivante , que d’une manière détei'- 
minéc , alors les constantes <t , ne sont plus toutes deux arbitraires; 
l'uae quelconque étant prise arbitrairement , l’autre s’ensuit néces- 
sairement ; la seconde est donc une certaine fonction de la première , 
et la forme de cette fonction dépend de la loi qui lie entre elles 
toutes les caractéristiques de la série. Ën reprcscntaiit par ^ la forme 
de la fonction doiU il s’agit, les équations intégrales qui devienneus 
alors 
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n’appartiennent plus à toutes les caractéristiques , mais seulement à 
celles (le ces courbes qui sont comprises dans la série déterminée 
par la forme de la fonction 41 ; et , dans cette séné , cliaquc caracté- 
ristique individuelle sera déterminée par la valeur particulière de la 
constante arbitraire a. 

Donc , si l'on suppose qu’une quelconque des caractéristiques de 
la série , soit rendue mobile et variable de forme en vertu de la va- 
riation de a, cette courbe, dons son mouvement , se confondra suc- 
cessivement avec toutes les auti-cs de la même série ; elle engendrera 
leur lieu général qui ne sera autre chose qu'une des enveloppes 
auxquelles appartient l’équation aux diflcrcuces partielles ; et l’un aura 
l'équation unique de cette enveloppe , ou de ce lieu général , en 
éliminant a entre les deux équations précédentes , ce qui donnera 

Dans cette équation , c'est la forme seule de la fouctiou ^ qui déter- 
mine la série particulière des caractérbliquM dont l'cnvcluppc est 
le lieu général, en sorte que si l’on change de série , et par conséquent 
d’enveloppe , rien ne change dans l'équation que la forme de la 
fonction 4. Donc , si l’on regarde la fonction 4 comme arbitraire , 
l’équation précédente appartiendra au lieu général de chacune des 
séries possibles , c’est-à-dire , à chacune des enveloppes possibles ; 
elle sera par conséquent l'intégrale complètp de l'équaiion aux diffé- 
rences partielles. 

XV. 

Dans l’article précédent , nous avons supposé que les équations aux 
différoaces ordinaires de la caractéristique 

Pdz — Lth = O , 

Ç<h — Ldj- = o , 

étoient toutes deux intégrables : elles ne peuvent l'èlre inunédiatement 
que dans des cas très-particuliers ,' parce que chacune d’elles contient . 
une des trois variables sans sa ditléreuticUc ; néanmoins leurs 
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iiitcpralions ne tlôpciulcnt que (le celle d'une seule l’quulion aux 
dill'érences ordinaires à deux variables. 

Eu efl'et , puisque ces deux c(jiiatit)ns appaiiiciinent n une courbe , 
des trois variables x , j- ,z , on ne peut en eonsld(;rcr qu’une seule 
comme variable principale : posons que ce soit r, etrejptrdons comme 
constante la dillcrcnlielle ih. Cela posé , de ces dcu.x équations , la 
première 

rf.v 

(/:/) est en x , y , z , j 

la seconde 

dr 

{li) est tn J", 7, ïi 

diirérenliant aux diflércnccs ordinaires l’une quelconque d’entre elles , 
(j4) par exemple, on aura une troisième équation 


(C) en 


J > 


dx dy ddx 
’ dt ’ dz ’ dz' 


Si , de ces deux é(piations , on élimine les deux (piantités y et > 
on aura une équation 

dx ddx 

en ^ 


{D) 


qui appartiendra à toutes les caractéristiques possibles , qui sera aux 
dilTérences secondes ordinaires à deux variables , et de l’intégration 
de la({aeUe seule dépend celle de l’équation aux dilTérences partielles. 
Car , si l’on intègre cette équation deux fois aux difl'érences premières , 
et si Ton complète chacune de ses intégrales par use constante 
arbitraire particulière , on aura deux équations 


Tune (£) en 



Taulrc (F) en 


dx 

^'~dz ’ 
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desffuellcs chassant au moyen de ^4 ) , on aura pour la caracté- 
ristique , deux équations intégrales , ^ 

l’une (G) en x, j-, z, 

l'autre {H) en x , j , z , fi , 

qui, résolues, chacune par rapport à la constante arbitraire qu’elle 
contient , deviendront 

M “ M, , A’" 

Raisonnant ensuite sur ces deux équations, comme nous avons fait 
sur celles de l’article précédent , l’intégrale complète de l’équation 
aux différences partielles sera 

. Nz=<tM. 

Donc , l’intégration «d’une équation aux différences partielles dn 
premier ordre et linéaire, ne dépend que de celle d’une seule équation 
aux différences ordinaires à deux variables du second ordre, dans 
laquelle la différentielle d’une des deux variables est regardée comme 
constante. 

XVI. 

n faut bien observer qu’il n’est pas nécessaire qu’une équation aux 
diO’ércnces partielles soit sous la forme Pp -+• Çq = L pour être 
rrçardée comme linéaire; il sudrl qu’en suppordnt la perfection de 
l’analyse , elle soit sifteeptibli d’y être ramenée. Ainsi , pour donner 
à ce que nous venons de dire dans l’aaticlc précédcul , toute la 
généralité convenable, il faut regarder comme linéaire toute équation 
composée d’une manière quelconque des* quatre quantités Pp-\-Qq, 
, x,j,z, c’est-ii-uire , de la forme ^ • 

F{Pp -{-QqyX, J ,z) = o, 

. dans laquelle P et Q ne contiennent ni p , vi q. 

■ ' 4y 
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i VII. 


Si réquaiion linéaire Pp-\-Qq=.L manque d’un terme, c'est-à- 
dire, si l’une des trois quantités L, P, Ç, est égale à zéro,, 
l’intégration ne dépend plus que de celle d’une équation aux dil- 
férenccs ordinaires à deux variables du premier ordre. Par exemple 
û l’on a Lz= O , c’est-à-dire , si la proposée est 

. 

tes deux équations de la caractéristique deviennent 

Peljr — Qdj: = O , * 
zZs — O , 

l’intégrale de la seconde x = », exprime que pour la même carac- 
téristique , : est constante ; et que cette courbe est dans un plan, 
perpendiculaire aux z : mettant donc dans la première pour z sa 
valeur constante « , cette équation sera en 

dr 

et par conséquent du premier ordre entre les deux variables x,jri 
son intégrale sera en 

> .T) *> ) 

qct étant la constante arbitraire introduite par l’intégration ; et il n’y 
aura plus qu’à mettre à la place de s sa_ valeur ^ pour avoir l’équation 

de la surface , équation qui sera par conséquent «n 

« • 

X, y, Z, <rt. 

11 en est de mémo pour les cas où l’on a/’ = lou Ç = oj et. 
l’on trouve que l’intégrale esf 

* 

dans le premier cas, en x,y^, z, 

d.ans le second cas , eu x, j, s, 


11 suit de ce «pli prcecde que la surface courbe à laquelle appartien* 
l'équatiou aux diflërenccs partielles du premier ordre et linéaire 

• =.o>, 

de quelque manià-e que les quantités P, Ç soient composées des trois 
coordonnées x ,y^ z, peut toujours être regardée coinntc engendré» 
par le mouvement. d’une courbe déterminée, mobile et variable de 
forme en vertu de la variation de deux paramètres dont l’un est une 
fonction arbitraire de l’autre et dans les équations de laquelle les 
dérivées de cette fonction arbitraire «l’entrent pas. Dans ce cas , 
l’intégrale est exprimée par une seule équation. 

11 est facile de démontrer que , réciproquement , lorsqu’une sur- 
face est engendrée par le mouvement d'une courbe déterminée , 
mobile et variable.4e forme en vertu de la variation de deux para- 
mètres dont l’un est une fonction arbitraire de l’autre , pourvu que 
les dérivées de cette fonction n’entrent pas dans les équations de la 
génératrice , l’équation aux différences partielles de cette surfiiee est 
toujours liqéaire en/?, q, c’est-à-dirc , de la forme 

^ J > — O > 

’ Ainsi , les surfaces auxquelles appartiennent les équations aux dif- 
férences partielles du premier ordre et linéaires ont un caractère 
particulier. Quoiqu’on puisse les considérer comme des enveloppes , 
elles sont néanmoins suscepdbles d'une génération plus simple , et 
pour cliacune d’elles, l’équation intégrale est unique. Tandis que, 
pour les surfaces exprimées par des équations dans lesquelles ^ et </ 
sont élevées à '-des puissances , les intégrales sont toujours exprimées 
parole système de deux équations entre lesquelles il faut éliminer un 
paramètre a. qui sc trouve sous la fonction arbitraire et sous scs 
dérivées. 

Passons actuellement au cas gencrid. 


, Dans le cas gciiéiMl , ç'esi-à-dirc , lorsque 1 equalioii aux di’frêreiiccs 
partielles u’esl pas de la Ibrrac F{Pp-^Çq, -} =-o. il 

UC sudit pas de considérer seulcniciil les trois premières équations de 


l’article XIIL • - \ 

1 /{/?■ — Qdr. = O , 

î! Pdz — {Pi,frÇq)djc^i>, 

â (W: — {Pp + Qç} dj —V, 


qui sont celles des. projections de la caractcÆtiquc sur les troft plans 
des eooi'données ; parce quc*la- surlkce ne peut plus être ronsidérce 
comme cn>;cudréc par une courbe dont les équations intégrales soient 
eu zc, J-, i, sans dérivées, et qui soit mobile en vertu de 

la variation de a. La surface doit être regardée comme enveloppe 
il faut donc' employer l’équation d’une ciiveJopp^. Mais, les sept 
autres équations de l’article XIII sont celles d’autant d’cnveloppées 
dilféreutes au moyen desquelles on peut, à volonté, en former 
«ne inliuité d’autres; et de toutes ces enveloppées, celle à laquelle 
appartient l’équation .n- 

10 .... . {X -i- pZ) lit/ • — (y -i- tfZ) dp =■ O , 

est l’enveloppée développable dont la génération est simple et la 
considération facile; c’est donc celle que nous idlons employer. 

Autrement , lorsque les quantités P, Q qui entrent dans les trois 
équations des projections de la caractéristique contienneut les cinq 
quantités p, q, ar,_y, z,- ces Irob équations ne peuvent suffire; 
parce que , si l’on opère sutl deux quelconques d’entre elles , comme 
nous avons fait , article XV’ll , c’est-à-tlrre , si ou les dill'ércmie aux 
ditféreiices ordinaires , ce qtii donne deux érpiaiions nouvelles , on 
introduit aussi les deux difl’ércntiellcs notivcllcs dp , dq qu’on ne 
peut éliminer qu’eu prenant leurs valeurs dans les sept autres équations 
qui les coulimnent. ■ • 
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On sait que l'cquntion générale des surfaces développables est entre 
les deux souks quantités p,q , dont par conséquent une seule peut 
#tre regardée comme varialile principale ; posons que ce soit p , et 
que sa dlfl'ércutîcllc dp soit regardée comme constante. Cela posé , 
soit 

' . <7, *. 7 . î) = <> i-d) 


l'équation générale aux difl’érences partielles du premier ordre qu’il 
s’agit d'intégrer; puis parmi les dix équations de la caractéristique , 
cousidérorrs les quatre qui contienueut dp , savoir 

X 


la quatÿme (S) qui en. en 


djT 

I Pi q 1 ^1^1 * > 


la cinquième (C) qui est en 


dr 

1 Pi Ç> ^1 J 1 s > 


la huitième (D) qui est en 
et la dixièfae (£) qui est en 


dz 

dp ' ^ ^ ' •* » 7 > “ 1 
dq ' 

-^1 Pi Çi ^1 7. *• 


Si l'on différentie (£) aux ditl'érences ordinaires , l'équation à laquelle 
on arrive directement sera eu 


ddq dq dx dy dz 

d^' ~djj' 


et en substituant pour leurs valeurs tirées des trois 

équations {B) , (C) , (D) , on aura une équation aux différences 
ordinaires du second ordre 


(F) en 


ddq dq 
dp' ’ dp 


tlifféreutiaut encore celte dernière , et mettant pour -4— > 

‘ dp dp dp 
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leurs valeurs , on aura une équation aux diflërences du troisième 
ordre 

ddq dq 


(G) 


dp\ dp' dp 


I P. '7. J y.-- 


On aura alors quatre équations (,•/), (E), (/^| (G) , qui seront délivrées 
des dill'érentielles des trois coordonnées x, y, z-, donc, éliminant 
X , y , Z entre ces (Quatre équations , la résultante 


(H) sera en 


d^q ddq dq 
dpi ’ Hp' ’ dp 


Py <Jy 


et par conséquent aux dilTércnccs ordinaires du troisième ordre entre 
les deux variables p, q. Cette équation (W), dans laquelle la difl'é- 
rentielle de la variable p «st regardée comme constante , appitrtient 
à l’enveloppée développable , et de son intégration seule dépend celle 
de la proposée. 

Posons , en cfTct , que cette équation soit intégrée trois fois aux 
difl’érences secondes , et que ces intégrales complétées chacune par 
une des trois constantes arbitraires « , ^ , y, soient 


“ dp' ' dp ’ 

ddq dq 

W"" 

ddq dq 

P’ 


nous obscn’crons d’abord que dans ces équations , qui appartiennent 
toutes trois à l’cnvcloppéc développable , les quantités « , fi , y sont 
constantes pour la nrènic enveloppée considérée comme lise , et 
varient toutes trois lorsque l’ciiveloppéc se meut ; cette enveloppée 
d'ailleurs ne peut se mouvoir que d’une seule manière j donc , de 
ces constantes deux quelconques sont des fonctions arbitraires de la 
troisième; aiusij on aura = 7 =4“' 



( 5üO 

Si , dans les (fois équations (J), (A') , (A) on met pour » 

Jours valeurs v.ap,<j, x, y , z tirées des équations (Ai) , {F) , elles 
deviendront 

(•/^) eu . . , . . t • • • 

TA") en . . . . , . . . p , q , x , y, z , 9a , 

(fj) en .... P> > =. 4 *- 

Cela fait , si de ces trois équations on en emploie deux quelconques 
par exemple , {J') , {K'), au moyen de ces deux équations , on pourra 
chasser p et <7 de la proposée (.-/) , qui sera alors 


X ^ y y Z ^ a f 


que je représente par ^/=Oj et qui sera celle de l’enveloppée 
développable. 

Cette enveloppée rendue mobile en vertu de la variation de 
touche l’enveloppe successivement dans tontes les caractéristiques ; la 

seconde équation intégrale de la caractéristique sera donc — =0; 

donc, le lien de toutes les caractéristiques, ou l’enveloppe demandée, 
aura pour équation le résultat de l’élimination de a entre les deux 
équations 

M = o , 


/dM\ 


Ce que nous venons de dire n’est pas complet , et il faut néces- 
sairement y ajouter ce qui est dans l'article suivant. 


Des trois équations (J ') , (A'') , (Z,') nous n’en avons employé que 
deux prises à volonté , savoir, les deux premières; elles sont néanmoins 
en général nécesMires toutes trois. 
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En crtet, CCS trois cquaiions donnent pour , des valeurs 

cnp, (f , Z, qui sont toutes trois constantes pour cliaque 

enveloppée développable , et qui varient d’une enveloppe à l'autre. 
Or , il pourvoit arriver que la proposée 

F{p, <1, r, {A) 

ne fût que l’expression d’une relation entre les valeurs des deux 
quantités «, Dans ce cas, en éliminant p, q entre les trois 
équations (v/) , ( 7 '), (^') • coordonnées y, z, dispa- 

roitroienl aussi; et l’équation résultante qui seroit en a, fa, ne feroit 
qu’exprimer la manière dont les valeurs de ces deux quantités entrent 
dans la proposée , et par conséquent détei'mincr la forn)^ de la 
foiicliou fa qui ne seroit plus arbitraire. 

En général , la proposée (A) n’est autre chose que l’expression 
d’une relation qui exihe entre les valenrs des trois quantités a, <fa, 4«- 
Si donc entre les quatre équations (A), {J'), (J-J), on élimine 

irols des cinq quantités p, q, x , , i , les deux, antres di^roissent , 
Cl il reste en « , fa, 4* i une équation qui exprime cette relation, 
et qui a pour objet de dctcrniiner la Ibrme d’une des deux fonc- 
tions , dont il n’y aura plus qu’une seule qui soit arbilraireT Posons 
que ce soit 4* l'on détermine, et dont on substitue la valeur 
en a, f a dans (/J) ; si des trois équations 'J'), (K')ÿÇU) on élimine 
p ,q , l'équation résultante, qui sera en x , y , : , a , f <t , sera celle de 
l'em eloppée développable mobile en vertu de la variation de « , cl 
qui , dans toutes ses positions , loüchera rcnvcloppc dans la carac- 
téristique. Donc, si celte équation est représentée par d/=o, le 
résultat de réliininuliou de a entre les deux cquaiions 

■ d/ = O , 
iJM __ 

lia ’ 

sera linlégrale de la proposée, complétée par la fbuction aibi,- 
Iraii c f 

(-'>11 voit rpic l’intégration d’une cqiKVtion quelconque aux difl'ércnccs 


( 593 ). 

partielles du premier ordre et a trois variables « ne dépend qtic. de 
celle d’une équation aux diflërenccs ordinaires à deux variables du 
troisième ordre , et dans laquelle la difiércntielle d'une des variables 
est regardée comme constante. Alais les méthodes aussi générales 
«|ue celle que nous venons de rapporter sont rarement utiles, à, cause 
des longneurs et des dilTicultés analytiques quelles entraînent, et elles 
ne dispensent pas des méthodes applicables à des cas moins généraux. 
On peut en trouver un plus grand nombre f nous n’en rapporterons 
que quelques-unes qui serviront d’exemples. 

XXL 

.1 . I r • . ■ . 

• I • f 

Des surfaces dont les enveloppées développables sont cjrlindriques 
et parallèles à un plan donné. 

Soient Ase~\-Bjr-^t = o l’équation du plan fixe mené par Fori- 
gine , auqne^ les surfaces cylindriques doivent être parallèles ; toif 
J' tac = O celle de la projection sur le plan des ac , , de la 

droite à, laquelle , dans chaque surface cylindrique , la génératrice 
doit être parallèle ; il est facile de voir que Féquation intégrale d« 
la surface cylindrique est 

jix + Bjr + Z = (jr -i- »a:) , 

et que son équation anx différences partielles est 

p-\- A = « (^ -j- /î) , 

dans laquelle A , B sont les constantes invariables du plan fixe , et 
où m qui est une constante pour chacune des surfaces cylindriques 
change de valeur d’une de ces surfaces à l’autre. Si donc on veut 
avoir une équation qui convienne à toutes les surfaces cylindriques 
parallèles au plan fixe , il faut faire disparoltre cette constante arbi- 
traire par une différentiation aux différences ordinaires , ce qui 
donnera 


{p-\- A)dq B) dp ■. 


5o 
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or, 'nous avons vu (XIl) que l’équation de l’enveloppée dévelop- 
pable , est î i > 

{X-JfpZ)dq—{Y-\-qZ)dp = o. 

Donc , pour que cette enveloppée soit cylindrique et parallèle a« 

lin ^ , 

plan fixe , il faut que les valeurs de , que fournissent les deux 
dernières équations , soient égales entre elles , ou que ïàa ait 

X(q-hB)-r(p-i-X)-hZ(Bp-Xq)= 0 ; 

mais en représentant l’équation aux dilTcrenccs partielles de l’cnve- 
luppc par U — O , il est clair que les trois quantités -Y, V , Z sont 

respccüvcraent \ ~JjrJ ’ l — J ' 1 ~ j ~' ' ) > dans lesquelles on a 

regardé p ex q comme constantes. Lu dernière équation est donc 
aux dinërenccs partielles du premier ordre entre les quatre variables 
CT', JT , y , s , dont les trois dernières sont principales.' Comnie'cetlo 
équation est linéaire et è cocfiicicns constaus , elle est facile à traiter ^ 
et elle exprime que la quantité V doit être composée d’une manière 
quelconque des deux quantités Ax-\- Bj- -f- s , et i — ■ px — qy , 
et des quautitesp, q qui sont constantes dans cette équation. Donc, 
l’équation générale dc.s surfaces dont l’enveloppée développable est 
cylindrique et parallèle à un plan fixe , est 

F {Ax Bjr + Z , z—px — qy^p, q\~o . . , . {A) 

11 est facile de vérifier ce résultat, car si l’on différentie aux Jiffé- 
reaccs ordinaires , ou trouve pour X, Y, Z les valeurs suivantes 

X=zAF>—pF", 

Yz= BF' —qF>, 

Z= Fl— F', 

ce qui donne 

X->rpZ = {p-\-A)P, 

Y-{-qZ = {q + B)Fi, 
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«t par conséquent l’cquaiion de l'enveloppée développable 
(AT+ pZ) dq — ( JK + qZ) dp O, 

devient 

(^p ■+■ dq — (q + B) dp = O , 

qui est celle d'une surface cylindrique parallèle an plan fixe. 

Actuellement , nous allons voir que l'intégration de l'équation (A ) , 
de quelque manière qu’elle soit composée des quatre quantités , 
ne dépend plus que de celle d’une seule équation aux dilTérences 
ordinaires à deux variables. En efifet , l’équation de l’enveloppée 
développable 

{p-\’A)dq — {q-\-B) dp = 0, 
s’intégre et donne 

q + B X , 


dans laquelle m est la constante arbitraire : si , de cette équation et 
ded* = pdx-j“ qdp , on tire les valeurs de p , q, en faisant , pour 
abréger , 

Ax-^-Bp-i- zs=u, 
x + ♦> , 

on trouve 

du 


P = 


dv 


—A, 


' ^ A 


s^px — qy = 


dv 

udv — i>dti . 
dy ’ 


substituant ces valeurs dans la proposée (A) , elle devient 

du 
dv 


_ , itdv — vdu du ^ du _ . 

Ty ’ = 


équation aux différences ordinaires dn premier ordre , entre les deux 


1 


( îgô) 

seules variables u , v, dans laquelle « est constante , et qui nppartienf 
à l’cnvelopptie développable. L’intégrale de cette équation complétée 
par une fonction arbitraire sera en ' ' - 

a, v, «, <»«. 

Donc, si l'on représente cette équation par Hi = o , l’imégrale de 
la proposée sera le résultat de l’élûninaiion de « entre les deux 
équatiotu . , . , 

. . ■ . JU = e , 
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L’équation F{ Ax + ■+•* , a — px —çjr,p, ^ } = o , que 

nous vcnous de traiter , est un peu plus générale que nous ne 
l’avons dit , car elle ne convient pas seulement aux snrËices dont 
l’enveloppée développable est cylindrique et parallèle au plan 'fixe ; 
mais encore à celles qui n’ont pas d’autre enveloppée développable 
qu’elles-mémes , c’est-à-dire , aux surfaces développables dont l’équa- 
tion est 

F{t—px — qy,p,q} = o. 

La même équation générale renferme une grande partie de celles 
que M. Lagrange a traitées dans son bel ouvrage sur les intégrales 
particulières , imprimé dans les Mémoirts de V Académie de Berlin, 
pour l’année 1774- 

Par exemple , si la qnanûté a-»» px — qyn’entre pas dans l’équation , 
et si l’on a de plus A =.0, B =.0 , ce qui place le plan fixe dans 
celui des x , y , l’équation devient 

que M. Lagrange intègre au moyen de l’hypoibèse q = *p. Dans ce 
cas> l’envelpppée développable a pour équation , 


y» 
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pjq — qdpz=Q, 

dont l'Intégrale q = »p appartient à une surface cylindrique parallèle 
au plan des a: , y , et est fournie par la mctbodc. 

Si l’équation générale est seulement privée de la quantité 
Z — px — qj- , elle devient 

F{j4x+By + z,p, q} = O, 

qui renferme l’exemple précédent comme un cas particulier , et qui 
(comme nous l’avons fait voir parage g, pag. 5i ) appartient à la 
surface dont l’enveloppée , invariable de forme et de grandeur , se 
meut sans tourner , de manière que les courbes parcourues par tous 
scs points soient semblables entre elles , égales , et dans des plans pa- 
rallèles au plan bxe : dans ce cas , l’intégrale donnée par la méthode 
n’est pas la plus élégante , et l'on parvient à un résultat plus simple, 
et plus facile à se représenter dans l'espace , en employant l’équation 
de l’enveloppée invariable. 

On pourrait traiter d’une manière analogue Téquation générale des 
surface* dont l’enveloppée développable est cylindrique et dirigée d'une 
manière quelconque -, mais cette équation est aux différences partielles 
du second ordre , dont nous ne nous occupons pas encore. 

X X H I. 

Des surfaces dont les enveloppées développables sont coniques, et ont 
toutes Jeurs sommets sur une même droite donnée. 

On sait que si les coordonnées d’un point , dans les directions 
des JC , J , a , sont respectivement H , > , « , l’équation aux diffé- 
rences partielles de la sur/kee conique qui a son sommet dans ce 
point, est 

• — •=p(x — + 

Supposons que la droite donnée sur laquelle doit être le sommet , ait 
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pour «'qunlion 

X — Az O , J' =z Bz -j- h , 

•d.ius lesquelles A ,B , a , h sonl des constantes données. Ces mêmes 
équations auront lieu entre les coordonnées du sommet , et l’on aura 

A — "H a , •y + b. 

Si l’on substitue ces valeurs , l’équation de la surface conique sera 
Z — p(x — a)— q(j — b) =z a. (i—Ap — B^), 


dans laquelle « est une constante arbitraire dont la grandeur déter- 
mine , sur la droite donnée , la position du sommet. 

Des trois dernières équations on tire pour « , # , > les valeurs 
suivantes 


Ü = A- 


-P (x~a) — q{y-.b) 

I — A P — Bq 
-p {x — a) — q (y ~b) 
I — A P — Bq 


■ 4 * a , 


= B 


z—p(x — a) — q (y — b) 
1 — Ap — Bq 


+ i . 


valeurs qui sont constantes pour la même enveloppée conique. 

Actuellement , si l’on diderentie l'équation (y/) en regardant a , |B , 7 
comme constantes , on aura 


Lr—y) = O , 

qui est l’équation aux dilTércnces ordinaires de toutes les surfaces 
contcpies qui ont leur sommet sur la droite donnée , et dans laquelle 
il ny aura plus qu’à mettre pour , y leurs valeurs. Or , l'équation 
générale de l’envcloppcc développable , est 

{^X-^pZ)dq~{Y^qZ)dp = Oi 


tlonc , pour que cette enveloppée dévclo]^able soit conique et. ait 
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son sommet sur la droito donnée « il faut que les deux dernières 
équations coïncident , c’est-à-dire , que l'on ait 

‘ X(3C-H)+r(j-y) + Z(z-a) = 0 . 

Mais en représentant par U =t o l’équation aux différences partielles 
de l’enveloppe , il est évident que la dernière équation est aux diffé- 
rences partielles du premier^ ordre entre les quatre variables U , x , 
J , Z , et qu’on y traite les quantités p et q comme constantes j 
il est clair aussi que les quantités <c , ji , > sont constantes , car les 
différentielles de ces quantités prises en regardant p et q comme 
constantes , sont toutes trois nulles. Prenant donc dans cette équation 
la valeur de Z pour la substituer dans 

dü = AVir Vdy -\-Zdz, 

ce qui donne 


on voit que U doit être composée d’une manière quelconque des 
X — a Y — y 


deux quantités 


et des deux quantités p, q qui ont 


été regardées comme constantes. Ainsi l’équation générale des surfaces 
dont l’enveloppée développable est conique , et a son sommet sur la 
droite donnée , est de la forme 


,( X — fi Y — y ï 

i-T^nT’ 


dans laquelle il fant remettre pour a, fi , y leurs valeurs données plus 
haut ; ou enfin , pour ne laisser qu’une seule quantité à substituer, 
cette équation est de la forme 



dans laquelle il faut mettre pour « sa valeur 

_ t — p{x — d) — q (y — h") 
“ — I — Ap — tiq, 


(C) 


% 


« 


« 
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Cela posé , il «t facile de faire voir que l’ÎDtégrauon de iëquaiion (B) 
ne dépend que de celle d’une équation aux différences ordinaires du 
premier ordre entre deux variables. En effet , l'cquation (C) ^ qui 
n’est autre chose que celle de l'euveloppce conique, dans laquelle » 
est une constante arbitraire , peut être mise sous la forme suivante 

• 

P — a — — = X — 

OU en faisant , pour abréger , * • , 



w. 


Z — a 




Féquadon de l’enveloppée conique sera 
pu -f- qv = I : 

tirant de cette équation et de 

pdx qdjr = dz , 


les valeurs de p et de q , on a 


ou bien 


P (udj — vdx) = djr — vdz , 
q (udjr — t'dx) = — dx + iidz ; 

dt’ < 

udc — tv/u ’ 

— dit 

^ udv — vUu 


Ponc , substituant toutes ces valeurs dans la proposée (B) , elle 
détiendra de la forme suivante 



dv 

udv — vau 


— du 
udv — vdu 



O , 


équation aux différences ordinaires du premier ordre entre les deux 
seules variables u , v , et dans laquelle • est constante. 


% 


V 


4 


L’im^gEaI« de cette éqmtion compilée par une fonction tu-wlirAÎj-e 
de at &Ci a en . 

* ' « . • ff <>« . 


OH en 


— à — <£ r — B — P a 






et appartiendra à l’enveloppée eonique. J)onc, si l’on représente rette 
dquation par A/ = o , llniégttlc complète de la proposée (P) sera le 
résultat de l’dimination de « entre les deux équations 


( 


31 =o, 

P3f\ 


On ponrroit traiter d’une manière analogue l’équation générale des 
surfaces dont l’enveloppée développable est conique. Mais alors les 
sommets des cônes ne seroient plus-assujétis è être sur une droite ; 
ils seroient sur une courbe arbitraire ; les deux coordonnées 3 
seroient des fonctions arbitraires de a , et l’équation de l’cnvcloppo 
scroit aux dilTcrcnccs partielles du troisième ordre. Dans ce cas est 
comprise l’enveloppé de l’espace parcourue pm- mic surface quelconque 
donnée qui se meut sans tourner , , niais qui cbange de forme en 
restant toujours scniblablc à cUe-iiKnu:. , 

XXIV. 


En ne considérant , parmi les dix: équations de la caractéristique 
rapportées article Xlll , ni la huitième ni , toutes 

les fois qu’lui» quelconque def huit otUrot - i^ra^g éirdklB , du*-; 
immédiatement , ou au moyen de in propose^ ,* taitegration de 
■oett» dernière .ne dépejtdra plut que de oeUc d’une seule éqimtion 
aux itiÿérentxt ordinaires du premier ordre en deux variables. ■ 

Pions allons le démontrer ponr le cas de la dhième équation à 
cause de l'analogie arec les articles prcccdens. 


5i 
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SnppoîotiJ qii'une équation quelconque aux différences partielles 
-du premier ordre , U=o , soit telle que l’équation 


(x+pZ)dq^-(r+^z)dp = o . , . 




soit intégrable directement , -ou au moyen de U = o , et que cette 

intégrale soit représentée par • • . • 

* ■ 


/(p, (f,*) = 6 




dans laquelle « est la constante arbitraire introduite par cette première 
intégration , et que l'on ait par conséquent 

f'Jp+f'dç^O . (C) 


par cela seul , la quantité U est susceptible d’une forme générale 
qu’il faut trouver. 


U est évident que les valeur de que fournissent les deux 
équations (A) , (C) , doivent être égales entre elles , ce qui doute 


^ Xf+rf' + Z{pf + rif'j=o; 


er , eette dernière équation , dans laquelle p , q , m. sont regardées 
cpninie constantes , est aux différences partielles entre les quatre 
variables U , x , y , s ; si donc on prend la valeur de Z pour la 
substituer dans 

dU= Xdx-{- Tdy + Zdi , 

on aura 

{pf+qf>)dU=x(^f-^qf»^)dx > 

dans laquelle p , q, • sont constantes , et qui indique que la quan- 
tité U doit être composée d’une manière quelconque des deux suivante» 
{pf -\rqP') X — zf , {pf-\-pf’) jr — ij", et de P , q qui son» 
regardées comme constantes. 

On aura donc 



‘ U= F {jc {pf — {p/ + <0 — p',ç). 

ou , ce qui revieïH au même , 

» 

U= F {z — px — qjr, xf P, q} , 

et par conséquent la proposée i/ = o est susceptible d’être mise sons 
la forme 

» F{i—px — qy\’"x:J'J — jf , P, q)—o (D) 

dans laquelle les fonctions dérivées/' sont données en p , q , et 
contiennent de plus la constante » , qui peut être chassée au moyen 
de (B). 11 est inutile de former cette équation (O) ; il suffit d’avoir 
démontré qu’elle doit avoir Heu. 

Cela pose, l’équation (B) , qui appartient à fenvcloppée dévelop- 
pable, est elle-même aux dilTérences partielles; elle est facile à intégrer, 
et l’on sait que pour avoir son intégrale il faut i". poser 

»—px — qjr = 4p (F) 

a®, chasser q au moyen de sa valeur prise dans (B) ; î®. éliminer p ' 
au moyen de la dllférentiellc de (F) prise en regardant x t y , î 
comme constantes , c’est-à-dire , au- moyen de ' ' - ' 

' — x<Jp —ydq^ if’pdp, • • • 

(pii , en mettant pour dq sa valeur prise dans (C), devient 

x/'-jf =>T . {F) 

Ainsi , l’équation intégrale de l’enveloppée développable est le résultat' 
de l’élimiDaiion des deux - quanriiés p , q entre les trois équations' 
(B) , (£) , (F) , et si la fonction 4 qui entre avec sa dérivée dans 
les étpiations , est regardée comme arbitraire , l’intégrale appartient 
à l'enveloppée développable générale. ^ 

Mais, si l’on veut cpie cette enveloppée soit celle (pii convient 
particnlièremem à la surlace exprimée par 27 = o , il faut déterminer 
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la fortry de la fonclion 4 manière que la proposée ü = o , ou f 
ce qui revient au même , que l’éq'talion (D) soit sadsfaile. 

Or , si dans (Dj ou mcUoit 

• 

pour M — px — qp sa valeur -\p, tirée de (E),. 

pour xf — _ sa valeur J"\'p tirée de (i^ , 

et pour q sa valeur en p tii-ce de (él ) , 

il ne restei-oit plus que « , /> , 4/> > Vp- Donc , sans former l'équa» 
tion {P) , il sera toujours possible , entre les quatre équations U = o , 
(fi) , (/ï ) , (fi) d’éliminer les quatre quantités q , x, j , * ; et l’on 
aura un résultat 

(C) en . P, 4p, 4'p, I 

qui sera aux difl'érenccs ordinaires du premier ordre entre les denx 
variables p , 4p • dans lequel « est constante , el qui servira à dé> 
terminer la lorme de la fonclion 4- 
Posons que cette équation ^G) soit intégrée , ef que son intégrale 
complétée par une fonction arbitraire du « soit 

en . *,p, 4/>, (».. 

Cela fait , si entre les cinq équations (B)-, (E) , (F) , (G) , (H) , on 
élimine les quatre quantités p ,q t 4p • Vp > on aura 

en a:, , 


l’équation intégrale de. l’enveloppée développable. Ainsi, et en re- 
prétMolABt coïta intégrale par M ss o , l’ist^ale 4e la proposée 
U s^.Q sera le résultat de l'éliminatioa de «, ealre les 
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x?cv. 


I 


En raisonnant d’une manière analogue pour les sept autres équations 
de la caractéristique , on déuioiitre que la proposition éuivticce mi 
commencement de l’article précédent ,,a liaa pour chaounc d'elles. 
NtMis a'entrerons pas dans ce détail , et nous nous contenterons d'en 
rappqrlitr. les résultats. f 

I”. Si l'équation Pdy — = q est intégrable directement ou au 

moyeu de la proposée U= o , et si l'intégrale connue tst représentée 
par 

/(*,'y..) = o .-. . (B) 

dans laquelle • est la constante arbitraire , la proposée sera suscep- 
tible de la forme 

F\pf>—qf , x,y, î} = 0 . „. . ... . . . (p) 

on' Cer» ‘ ' ' 

. . . i s ç= 4'®. . . i . . / . I . (K) 

{F) 


Entre la’proposéc ZI = o et les trois équations (.5) j (E) , (F) , U 
sera toujours possible d'éiimiuer les quatre quantités p , Ç tj' > s « et 
la résultante sera • 


(G) en . y . ^ tr, 4** 

dont l'intégrale 

(fl) sera en v, 4=*» <•»- '■ ’’ 

et déterminera la. forme da >la femetios 4- ptmr 4^ 

valeur s , cette dernière équation sera . ' 

en a, s, d«.‘ * 

Cela fait , des équations (S) , (X) on tirera les valeurs de • et ^ , 
et St l'oD r^réseme ces valeurs par ,, 

‘ 1 J- ^ é ^ 4V|t-. 




* 


iü 


>. 


* 
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l iuK^gnJe complète de la propo»ée,£/.= o sera ^ 

> Si J'é<padon ( Pp+Çç) est int6g«ble , .t si s<* 

intégrale cuaaue est représentée' par ' 

*1’ « 

• • ■ • . ,(By 


f{x, r, «) = O . . . . 

la proposée V=lo sera susceptible 4e la forme 

V ir f pf f > 

.... ' . »..r»*/ = o . 

on fera 

' ' ■ .r = 4- ..’... . 

pf'-\-p = <}4f' 


<P) 

iE) 



et il sera possible d’éliminer les quatre quantités p,q , x, y entre les 

quatre équaüons U = o, {B), (E) , (F). Le résultat de cette éli- 
mination sera 


«> *1 4*t 4'*, ' 


(G) «tn * . 

» 

.dont l'intégrale ■ 

sera en r rt 4«. O*» 

mettant dans cette intégrale pour 4s sa valeur y , tirée de (E) , on aura 

7-, s, <s« ; - . 

cela &t , ^ de et (K.) on tire les valeur» ie a , qm , et si on 
représente ces valeurs par 


l’intégrale complète de, la proposée Cf = o sera 

•1 I • / i-'l 11 r :j , Ji.:‘ ’ 


iv = 4'Hf. 


■>(.. 1 :u- 1 J 


5*. 5i c est l’équation ( Pp'\ Qq)dy^ Çtb s= o qui est intég;rable , 
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<t si son intégrale comme est représentée pu 


^(jff »f «) =to 


(«) 


la proposée £7 e o sers swceptible de Is ibnao 




*. J', 


■} 


O. 


et Ton opérera comme dans le cas précédent. 
4*1 Les deux équations de la caracicristiqna 


-1" dx = O 

ÇWy4-(J'+v^)rfr = o, 



appartiennent à la même enveloppée dont l’équation intégrale est de 
la forme générale 

■ ' * = + ‘ 
et dont les deux équations aux différences partielles sont- 


Donc, si la première de ces deux équations de la caractéristique, peut, 
au moyen de la propotée Vz=.o { être réduite aux deux variables Pi x, 
la seconde sera réductible aux deux variables ? > y > et réciproque- 
ment. ’ 

Soient leurs intégrales 

J 

■ ' A=/(^> «). , 

dans lesquelles ■ et e« sont les deux constantes arbitraires. L’équation 
intégrale de l’enveloppée sera 

V *- 

sa= J'f{.x) k'fdx^j'îtj, 

et si l’on repréienie cette équation pai* df = o , Fintégràle complète 
de la proposée V — o sera le résultat de l’éliinination de « entre 

les deux équations M — o , et = o. 

J, J _ . J ; ;i J...; ' da. , 1. - 


x-^') 

5*. SI l’cc^uaiioii de ‘la'caraiHéristiqiit 


Çdpr^{J£-^pX)^exo\ 

est rendue iuiégraLle.aujnOyen de la'>pHiposée 'U-msb'-^ el c<!tU 


intégrale connue est ^ 

‘f(p . ^ d : TT TT V . ' (B) 

dans laquelle a est la constante arbitraire , la proposée sera susceptible 
de la forme . . . 

Il . -al .-.i 

p<iJ' >Pf y) ■= O (Z>) 

on fera • ' — 

V" =y”47 (£) 

^ f/7+ar/'=,i/'4' . . ..(F) 


entre les quatre équations Uzr:o , (B) , (E) , (F) , il sera toujours 
possible d’éliminer les quatre quantités p ,(f , a; , z , et la lésultante sera 

(G) en «. r» 4r> 4>-. 


dont l'intégrale 

' •• ■ . •' 

(//) sera en y, 4y, ,♦«. ; . 

Cola fuit , si entre les cinq équations (B) , (JE) , (F) (G) , (H) , on 

éliinine les quatre quantités p , tf , 47^ • • ‘’n aura cnx ,j ,z , <fa , 

l'équation intégrale de l'enveloppée -, donc , si l’on représente cette 
équation par M =io , l’intégrale complète de la proposée V = o sera 
le résultat de l’élimination de » entre les deux équations 

.J. , U ir'*-*-»* 

Jtf s: ÿ .1, i . , ■ - i- 



. €°. 11 est crident que si ç’étoit l'équation, dq le ceractériétiqiic 


4-'(r+9Z)dj: = 0, 


.•■Si.. 


qui fut intégrable directement , ou rendue telle au moyen de la 
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proposée U — O , loul seroit .cunirac <Lms le cas précédent , et 
changeant p cl r rcspoclivemcnl eu 9 et .r. 1 . 

Les considdralions géometriques sur lesquelles nous venons de 
fonder la recherche des'ëquatîorts delà caractéristique , sont familières 
aux élèves de l’Ecole Polytechnique ; mqis elles peuvcui être pénibles 
pour d’autres lecteurs , et nous croyons devoir conduire à ces mêmes 
équations par un procédé purertient analytique. iVous allons d’ubord 
le faire pour le cas des équations linéaires ; nous passerons, eusuilo 
au caa gonéral.i •; I •• !. Ij.-; j •. 

'• - -II.'.-;-., ■■XXV I;i'- '• ■' ' 

• On sait qu’une équation quelconque aux diflërences • partielles de 
premier ordre appartient à l’enveloppe de l’espace parcouru par une 
surface donnée , mobile en vertu de la variation d’un paramètre a. , 
et dont l’équation intégrale 'renferme de plus- une fonction arbitraire 
de a qui a disparu par la différentiation. Mais celle même équation 
appartietit aussi à chacune des enveloppées qui sont renfermées sous 
Teuveloppe ; car chaque enveloppée est un cas particulier de l’en- 
vcloppc , elle est ce qui devient l’enveloppe lorsque le paramètre « 
est consiaut. . h . ■ , ^ 

. D’après cela, soit proposée l’équation linéaire générale , 

Pp-hÇç==L. . . . . ..... (^) 

dans laquelle les trois coefliciens P , Q , L sont donnes d’une manière 
quelconque en ar ,y , z ; si cette équation , qui ne contient pas a. expli- 
citement , peut appartenir à chacune des enveloppées individuelles , 
il faut bien qu’elle contienne au moins implicitement la quantité a. , 
qui est constante pour chaque enveloppée , et dont les difTéientcs 
valeurs déterminent chacune d’elles en particulier ; et il n'y a que 
les quantités p , q qui puissent la contenir. Mais ces deux quantités ne 
sont point indépendaïues ; elles ont entre elles une relation exprimée 
par l’équation 

di — pdx ^-qdy , ‘ 

résulte de leur définition. On peut donc, an moyen de celte 

5a 



V 
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dmiicrc ëquaiion , chasser de la proposée l'une de ces deux quantités , 


Cl l'on auj-a Tune des deux équations suivantes t- , 

P (/'dlji- — Çrfx} . 7 = . . (B) 

q {Bdjr — ~ Çdi] = — I.Ajc -f- Pdz (C) 


dont il noos sulBra de considérer une seule , la première , par 
exemple. - - , , , 

L’equation (iî) , dans laquelle p renferme implicitement « , est aux 
différences ordinaires ; elle appartient donc à toutes les enveloppées , 
pour chacune desquelles l'arbitraire » a une valeur constante , mais 
diflcrenle. Si doue , considérant une certaine enveloppée pour la- 
quelle la constante arbitraire a une certaine valeur c , on passe à 
renvcloppcc.inlininiepi voisine pour laquelle l’arbitraire ait la va- 
leur a <i« , il est clair que l'équation de cette seconde enveloppée 
sera 

' + (i) (D) 

Or , la caractéristique de l’enveloppe n’est autre chose que l’intersec- 
tion de deux enveloppées consécutives ; donc, les équations (B) , {D) , 
qui appai-ticnncnt à deux enveloppées consécutives , sont celles de la 
caractéristique. 

Si l'on retranche (B) de (D ) , on a 

Pdj- — Çdx = O , 
en vertu de laquelle (D) donne 

Ldy — Çdz =sr o. 

* V ' ' '•*.* 

T* Tl fin , éliminant tfy entre ces deux dernières , on a encore i 

I 

'I^doc— Pdz = O. 


'Ces trois équations aux. tfiûërences ordinaires, donilnne qitelûoniqiie 
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esl une suite nccessaiie Ues deux autres, sont celles des projeciioDS 
de la caractéristique sur les trois plans recUngulaires , que nous avons 
traitées dans l’article XIV et les suivans. 

11 est évident que l’opération que nous venons de faire se réduit à 
différentier l’équation ' (fi) , en regardant p comme seule variable; ce 
qui donne immédiatement 

, ■ 1 t .1 ... l 

Fdjr — Qdx — O, ’ 

Ltly — Qdt = O. ’ 

Si l’cm eût difKrentié (C) , en regardant q ôoinmc seule variable , 
on auroit eu de même - . ■ ■ i 

Pdj Qdi' = O , ( ' • 

Ldx — Pdz = O , 


ce qui est le même résultat. Passons maintenant au cas général. 


I t ! s lil'.'r)! 


■ XXVlL* 


Lorsque l’cquailon aqx différenocs partleljes du premier ordre n’est 
pas linéaire , l’opération que nous venons de faire , et qui consiste 
à subsptuef pour l'une ,d^’ quantités p , ç , sa valeur prise danf 
dz'=p dx-^çdj- , et à difl'érentier ensuite en regardant comme 
seule variable celle ^e ces deux quantités qui reste , ne fournit qu’une 
seule équation pour la caractéristique , et n’est pas sulbs^nie. Pour 
avoir les deux équations de cette courbe par une même opération , 
il faut différentier la proposée une fois aux différences partielles. 

Soit proposée réqnation générale _ ■. i ^ ■ . • 

, I . , 


et $n]^sons que sa différentielle ordinaire sqlt 

• ■ • I ' I . \ “ 

• + + = o r. . '. i\ (^) 




dans laqbdlc P,'Ç , X , V,Z, sont donnéc^t enp , q ,'x,jr, z , par 
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la difTerfitiiation ; ses deux dinëreiilielles partielles priseï en' regardant 
d’abord j: , puis ^ comme seules variables , seront ' 

Pr^ Çs + X;i-f>Z = O . (P) 

■ , Ps+_çt-hy-hçz=^o. . . .. : . (<^) 

- , /'ftii '«i ** i' ' 

De ces deux équations , il nous suiGra d’en considérer une seule , la 
première , par exemple. 

L'équation (/?) , qui est aux différences partielles du second ordre 
et linéaire , appartient à une surface plus générale que celle de la 
proposée, et qui a deux caractéristiques; mais de ces deux .carac- 
téristiques , l'une lui est commune avec la surface de la proposée , 
et l’autre est connue ; car on sait que cette nouvelle caractéristique 
a pour équation </_/• = o , ou — 0. Donc , les équations de la 
première caractéristique de la surfiice à laquelle appartient l’équa- 
tion (P) seront aussi celles de la caractéristique de la surface à laquelle 
appartient la proposée. ‘ ‘ ‘ ”” 

En considérant l’équation (P) comme appartenant à l’enveloppée 
mobile en vertu de la variation d’un paramètre s , les deux quan- 
tités r, s sont les seules qui , en passant d’une enveloppée quelconque 
è la suivante , soient affectées 'de la vâriatîon’ d'é' «’';''car si'la carac- 
téristique est l’intersection de deux ' énvelopjïécs consécutives, elfe 
est aussi une ligne de contact poué'ces deux surfaces., et ', ‘en pas- 
sant de Tune à l’autre , les quantités p , q , ne changenf pas , mais Ici 
deux quantités r, s , ne sont pas indépendantes ; elles iont liées entre 
elles par l’équation * / , '* !■ . 1 n n| . 


4'.= + 


: .'] » / lu ' 
,| r,i •;illCllèè'*' 


i ' III 

li 


qui est l'expression de leur définition ,' et au Màjren de laquelle il 
est facile d’éliminer de (P) l’une quelconque d’entre elles ; ce qui 
produit l’une des deux équations 'suivantes : ‘ ' 

s { /yj - ç)i/x } -i { PJ^ + (X+pZ)‘ 6'1'? (Dj 

dont chacune appartient'.a une enveloppée mobile , et ne,, contient, 
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qu'une seule quantité ^ ou r qui soit variable en vertu de la variation 
du paramètre a. De ces deux équations , il suiüt d'en considérer une , 
la première , par exemple. 

En raisonnant comme nous avons fait dans l’article précédent , 
il est évident que pour avoir l’équation de la caractéristique , il faut 
diflërentîer l'équation (Z>) de l’enveloppée en regardant a , et par 
conséquent s comme seule variable ; et parce que s est linéaire , 
cette opération produira les deux équations 
« 

Pdjr — Qdx O , 

Pdp + {X+pZ)dx^o, 

qui appartiendront à la caractéristique , et au mo/en desquelles et 
des deux suivantes 

Pdp -4- Qdç + (X-^^pZ) dx + (y + qZ) djr Q . . . (^) 
dz =pdx + qdjr, 

on peut foitner les dix équations de l’article XIII. 

XXVllI, " 

Si l’on différentioit (£) en regardant a et par conséquent r comme 
seule variable , on auioit les dix équations 


Pdjr — Çdx = o , 

Çdp + (X + pZ) dx O, 

qui produisent également les dix équations de l’article XlD. 

Au lieu d’opérer comme nous l’avons fait sur l’équation (B) , on 
auroit pu traiter de même l’éqnation (C). En effet , si l’on chasse de 
cette équation l’une des deux quantités r , r , au mo^ren de 

dç = sdx + tdj- f 




« 


• » 
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on a l'’une des deux équations suivantes : 

t {Pdj — — {Ptlq 4- ( K+ yZ) <ir } = O . ... [F) 

S {Pdj- — ÇWj:} + + (^+ 9^) =0 • • • • (C) 

dont la première diflcrentice en regardant c , c’est-à-dire t comme 
seule variahle , produit les deux équations 

Ptfy- — Qdjc — O , 
Pdq-^{Y+qZ)dx=zo, 

qui fournissent les dix équations de l'article XIII ; et dont la seconde 
diffërentiée en regardant a , c’est-à-dire s comme seule varialile , 
produit les deux équations 

Pdj — Qdx = o , 

Çdq + (^Y+qZ)dx=zo, . . ' 

qui remplissent le même objet. 


CONSTRUCTION 

DE L’ÉQUATION DES CORDES VIBRANTES, 


Lorsque les fonctions arbitraires qui conipli'tenl les intégrales des 
équations aux diflérences partielles sont toutes composées de la même 
quantité , c’est-à-dire , lorsque les surlaces qui apparticiineut à ces 
équations n’ont qu’une seule caractéristique , nous avons vu qu’il 
éloit toujours ipossible de déterminer les formes que les fonetions 
doivent avoir pour que la surface passe par autant de courbes arbi- 
traires données qu’il y a de fonctions , on soit circonscrite à autant 
de surfaces données arbitrairement, ou soit normale à ces dernières, 
et que celte opération n’est sujette à d’autres didicultés que celle de 
l’élimination algébrique. Mais lorsque les fonctions arbitraires sont 
composées de quantités dillérentes, le même procédé pour la déter- 
jBÎnation de chacune d’elles, conduit à une équation aux différences 
finies. Toutes ces équations doivent être intégrées, et leur intégration 
introduit autant de fonctions arbitraires nouvelles qui doivent être 
déterminées par d’autres conditions dont la question est susceptible. 
J’ai cru qu’il éloit convenable de donner un premier exemple de cette 
opération , et j’ai choisi celui de l’équation des cordes vibrantes , 
moins par l'intérêt qu’inspire une question qui a été traitée avec le plus 
grand succès par les premiers géomètres , et sur laquelle je ne me 
propose pas de revenir, qu’à cause des facilités que présentent les 
conditions auxquelles celte question est ordinairement soumise; ainsi 
mon objet est de pure géométrie analytique. 

1 . 

[Fig. I.] Si l'on conçoit qu’une corde élastique cl unilornie ÂB , 
, tendue en ligne droite entre ses deux extrémités fixes À, B, par un poids 
déterminé , soit écartée de sa position par mut cause quelconque 


P 


C ) 

qui lui fasse prendre la forme curviligne AMB , infiniment peu 
din'érenle de la droite AB , pt que cette cause vienne à cesser subi- 
tement dans toute l'cteudue de la corde; la corde abandonnée à elle- 
ménic tendra à reprendre la forme rectiligne ; chacun de ses points 
SB portera vers la droite AB avec une force accélératrice , et , en 
arrivant dans cette droite , il aura une vitesse actjuise en vertu de 
laquelle il continuera son mouvement de l'autre cdtc ; mais alors il 
tendra de nouveau la corde , et il éprouvera une résistance toujours 
croissante, qui lui fera perdre peu-à-peu toute sa vitesse. Lorsque 
tous les points de la corde auront ainsi perdu leurs vitesses, la 
corde aura une nouvelle position AM' B , dans laquelle elle sera do 
nouveau abandonnée à elle-même , et de laquelle elle se reportera 
vers AB pour passer encore au-delà , et ainsi de suite. Elle oscillera 
donc de part et d’autre de AB dans un meme plan; et le mouvement 
d’oscillation ne cesseroit pas sans quelques résistances , dofU la prin- 
cipale est celle de l’air dans lequel il s’exécute. 

Pour passer de l’état initial AMB à l’état final AM' B, la corde 
emploie un certain tems , et dans tous les instans intermédiaires , 
elle est pliée suivant une courbe AmB , Am'B , dans l’équation de 
laquelle doit entrer le tems écoulé depuis le commencement du 
mouvement; ce tems est une quantité constante pour chaque courbe 
en particulier, et variable d’une de ces courbes à l’autre. 

Depuis longtems les géomètres se sont occupés de l’équation de 
la courbe AmB ; en nommant x l’ordonnée AP comptée dans le 
sens de la longueur de la corde , s l’ordonnée Pm qui lui est per- 
pendiculaire , et jr le tems écoulé depuis le commencement dq. 
mouvemen,!, ils ont trouvé que l’équation de cette courbe étoit 


/ddz > 

\ ( \ 

y dx' J 



ou, suivant la notation que nous avons employée jusqu’ici, 
r — a't = O , 

dans laquelle a est une constante qui dépend des dimensions, de 
la densité et de la tension de la corde. La même équation exprime 
aussi le mouvement d’une molécule d’air dans la propagation du son. 
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H est assez remartpiahle (|iic cotte équation^ qui est du second 
ordre , soit la première équation aux ditlerences partielles que l’on 
ait intégrée complètement. On est redevable de son intégration à 
MM. d’Alerabert et Euler , qui en ont déduit l'explication des prii> 
cipanx phénomènes que pre.scntent les cordes vibrantes et les lois 
de la propagation du son. M. Lagrange a traité depuis la même 
matière avec la généralité et l’élégance qui lui sont ordinaires. 

Je vais d’abord exposer rapidement l'intégration de l’équation ; 
je passerai ensuite à la construction de l’iutégrale qui est mon objet 
principal. 

H. 

Ou sait que lorsqu’une équation aux ditTérenccs partielles du second 
ordre est linéaire ou de la forme 

Lr-\-Ms + m = H, 

on a pour ebaetme de ses deux caractéristiques les deux équations 

Ld}' — Mdxdy + Ndx' = o 
Ijdpdy Ndqdx = Hdxdy. 

Dans le cas de l’équation des cordes vibrantes r — a't = o, on aura 
donc pour chacune des deux caractéristiques les deux équations 

dj' — a' dx* = O , 
dptfy — a'dqdx =: o. 

La première est composée des deux facteurs 

dy •+• adx = O , ‘ • 

djr — adx = o , 

dont les intégrales sont 

y — ax = J. ‘ 

Ce qui prouve que la surface a deux caractéristiques indépendantes ; 
que chacune de ces courbes est dans on plan perpendiculaire à celui 

53 
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des x,y , constamment parallèle à lui-méme : et qne ces deux plans 
fout avec la ligne des x , et de part et d’autre de cette ligne , des 
angles égaux entre eux, et dont la tangente est égale à la constante a. 

En ne considérant que la première des deux caractéristiques , 
et substituant pour âjr la valeur — adx qui lui convkni, la seconde 
équation devient 

dp + adq = o , 

dont l'intcgrale est 


p-\~ aq =| 8 . 


Les quantités « , Il sont donc tontes deux constantes pour la pre- 
mière caractéristique j elles seront par conséquent fonction l’une de 
l’autre pour tous les points de la surface , et l’on aura = e«. Ainsi 


/> + 07 = <f (7 + ax) 


sera une des intégrales premières de la proposée , et cette intégrale 
sera complétée par la fonction arbitraire 

De même , en ne considérant que la seconde caractéristique , et 
substituant pour dj- la valeur adjc qui lui convient , la seconde 
équation devient 

dp — adq = O r 

dont l’intégrale est 


p— aq = /»'. 


Les quantités jS' seront donc aussi toutes deux constantes pour 
la seconde caractéristique ; on en conclura pareillement que la seconde 
des deux intégrales premières de la proposée est 


— 09 = 4 — or) 

complétées par la fonction arbitraire 4- Ainsi les deux intégrales 
premières sont 

P + aq = (jr ax) , 

P — aq =z {y — ax). . ' 


De CCS deux équations, on tire pour p et q les valeurs suivantes 


a/r = I» + 4 , 

= — 4, 
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qui , substitnccs dans dz = pihc -{• t/dj , donnent 

a adz = (dj- + adjc) — (dy — adx') 4 , 

cqnation aux dilTérences ordinaires qui est int^grahle par les quadra- 
tures , quelles que soient les formes des deux fonctions , et dont 
riniégralc est de la forme 

a = 4- aa: )-!-'*'( J — tw). 

C’est cette équation qui est l’intégrale seconde de la proposée , et qui 
est complétée par les deux fonctions arbitraires 4 , 'i' , composées 
des quantités différentes y 4- ax q\. y — ax. 

III. 

\ 

Pour construire l'intégrale que nous venons de trouver , considéroos 
d’abord que si l’on avoit séparément les deux équations 

a = « 4* > 

= = '*' (7 — • 

elles seroient celles de deux surfaces t^lindriqncs à bases quelconques , 
parallèles , l’une <1 la droite menée par l’origine dans le plan des 
zc ,y , et qui auroit pour équation 

y^ax=zo, 

fauire à la droite menée par le même point, dans le même plan, 
et qui auroit pour équation 

jr — ax = O-, 

et les bases de ces deux surfaces cylindriques, considérées dans le 
plan des j , anroient pour équations 

l’une s = , 

et l’autre x = t-jr. 

Donc , si après avoir mené par l’origine dans le plan des x,j, deoz 
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droites situées de part et d'autre de l’axe des x, et qui fassent avec 
cet axe le ménic angle dont la tangente est a; cl si, après 'avoir 
trace dans le plan des j-, s deux courbes arbitraires destinées 
à être les bases des sarfaccs cylindriques ; on conçoit que le plau 
d'une de ces bases se meuve parallèlement à lui«mémc le long de 
la première droite , et que le plan de l'autre se meuve parallèlement 
à lui-méme le long de la seconde , on engendrera deux surfaces 
cylindriques telles que si , pour un point quelconque pris sur le plan 
des x,jr, on construit une ordonnée z égale à la somme des 
ordonnées dès deux surfaces cylindriques , l'extrémité de cette ordonnée 
sera dans la surface demandée. 

Ainsi, pour construire la surface par points, il ne s’agit plus que 
de déterminer quelles doivent être les bases des deux surfaces cylin- 
driques , pour que la surface satisfasse aux conditions particulières, 
que comporte la question des cordes vibrantes. 

IV. 

Au lieu de construire la surface par points, on peut l’engendrec 
par le mouvement de l’une ou de l’autre de ses deux caractéris- 
tiques. En clTct , si par les deux droites tracées dans le plan des 
x,j- et dont les équations, sont 

J- ax =z o , 
jr — axz= O , 

on conçoit deux plans perpendiculaires à celui des x,y, et qui se 
couperont par conséquent dans l’axe des z , chacun de ces plans 
coupera celle des deux surfaces cylindriques à laquelle il n’est pas 
parallèle, suivant une trace que l’on pourra regarder comme une autre 
base de cette surface. Si l’on conçoit que le plan de l'une quelconque 
de CCS traces se meuve parallèlement à lui-mérae sans tourner , de 
manière que le point de ce plan qui est à l’origine parcoure l’autre trace 
{ce qui peut se faire de deux manières, selon que c’est l’une ou l'autre 
trace qui est regardée comme mobile} , la trace mobile engendrera la 
surface dont il s’agit; car il est évident que , pour chacun des points 
de la surface engeodiée , l'ordonnée x sera égale It la somme < des 
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ordonnées correspondantes des deux surfaces cylindriques , et que 
Iccjualion de celle surface sera 

Z = 9 (j + a±) + ■i' (j' — ax). 

H faut obscrs’er que les deux traces génératrices ne sont autre 
chose que les deux caractéristiques , car ces traces sont dans des plans 
mobiles dont les équations sont 

pour l’une y •+- aa: = « , 

pour l’autre ' — ax =. a!, 

et que les quantités «, af, dont chacnne est ly à l'origine du plan 
correspondant , sont constantes chacune pour la trace à laquelle elle 
appartient. 

Or, les deux traces sont faciles à construire d’après les bases des 
deux surfaces cylindriques ■, donc , pour engendrer la surface par le 
mouvement de l’une de scs caractéristiques , il ne s’agit plus que de 
déterminer quelles doivent être les bases des deux surfaces cylin- 
driques pour que la surface satisfasse aux conditions que comporte 
la question des cordas vibrantes. 

Examinons quelles sont ces conditions. 

V. 

Dans l’équation des cordes vibrantes , la quantité jr exprime le 
tems écoulé depuis l'instant où la corde ayant été écartée de sa 
position en ligne droite , a été subitement abandonnée à cUe-méme ; 
et pour chacune des formes que la corde prend ensuite successi- 
voment , cette quantité y est constante. Or , en géométrie , nous 
regardons celte même quantité comme une des trois coordonnées 
rectangulaires. Donc, si l’on conçoit que du moment que fa corde 
est abandonnée à elle-même , le plan des x, t dans lequel s’exécutent 
les vibrations se meuve uniformément sans tourner , et restant tou- 
jours perpendiculaire aux y , la corde vibrante , enlraince par ce 
plan mobile , parcourra une surface qui est celle qu’il s’agit de 
construire j et il est évident que toute section laite dans cette surface 
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par un plan quelconque perpendicolaire aux j- , donnera le figure 
de la corde pour le icms^' qui dclcrniine la position du plan coupant. 

[Fig. II.] Cela pose, ou suppose qve les deux cxtréniitcs A, B, de 
la corde sont fixes- et ne participent pas aux vibrations j ces deux 
jioiuts n’auront donc aucun mouvement dans le plan mobile , et ils 
parcourront dans le plan des jc,y des droites ^C, BD perpendi- 
culaires aux Jc; d’où il suit que la surface engendrée passera , 

i». Par la droite AC i 
. Par la droite BD -, 

Il est ét ident que la surface doit passer par la courbe suivant 
laquelle elle a etc pliée dans le plan des x, î_au commencement 
tlu mouvement j courbe qui doit être donnée arbitrairement et connue. 
Nous la supposons ici couchée sur le plan des x,j- en A MB. 

4°. Enfin, au commencement du mouvement, c’est-à-dire, lors- 
qu’on abandonne la corde à elle-même, la ‘vitesse de la droite AB 
est naissante , et par conséquent nulle : l’ordonnée d’un point quel- 
conque de la courbe donnée AMB doit donc être un maximum dans 
le sens des y ; donc , sur la surface , et pour tous les points de la 

courbe initiale AMB , on doit avoir = o. 11 suit de là que 

la surface doit être perpendiculaire au plan des x , z dans toute 
l’étendue de cette courbe. 

A’oilà donc quatre conditions indépendantes auxquelles les bases 
des deux surfaces cylindriques , ou les deux fonctions « et -1', doivent 
satisfaire , pour que l'intégrale générale 

Z = ♦ (_y ax) -{•'*' (y — ax) 

convienne au cas particulier des cordes vibrantes ; tandis que si les 
deux fonctions qui entrent dans cette équation étoient composées de la 
même quantité , et affectées de coeflicîeus pour n’être pas réductibles 
à une seule , deux de ces quatre conditions suillroient pour les 
déterminer toutes deux d’une manière complète. 

Recherchons actuellement ce que chacune des quatre conditions 
que nous venons d’exposer exige de la part des deux bases des surfaces 
cylindriques. 
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VI. 

[Fig. II.] L'origine des coordonnées rectangulaires étant placée an 
point A , qui est Tune des extrémités de la corde vibrante , il est 
évident que les deux équations de la droite AC sont 

CB sa O , 

' ‘ Z SS O. 1 

Or, la première condition énonce que la .surface doit passer par cette 
droite ; il faut donc que si l’on substitue pour x et z ces valeurs 
dans l'équation i 

zss9(j + ax)-\-*Çjr—acc)i 

cette équation soit satisfaite ; on aura donc 

+ 'îT — ° * 

ce qui ét.ablit une première relation entre les deux fonctions arbitraires 
♦ , ■S'. Il suit de là que les bases des deux surfaces cylindriques sont 
parfaitement opposées , puisque pour la même y, leurs ordonnées 
sont égales entre elles et de signes contraires ; c’est-à-dire i que si 
l’une quelconque de ces bases faisoit une demi-révolution autour de 
l’axe AC des y, elle s’appliqueroit exactement sur l’autre. Ainsi, si l’une 
de CCS bases étoit représentée par la ligne pleine '“M ",1/ 'AI Al AI AI'i^ 
l’autre le seroit par la ligne ponctuée . . . '"N “iV '.V A”' AW, 

dont les coordonnées correspondantes CAP et C'N' sont partout 
égales entre elles et de signes contraires. 

Voilà tout ce qu’exige la première condition prise isolément. 

C’est pour diminuer le nombre des figure.-- que dès à présent jd 
donne aux bases une forme particulière qui sera justifiée dans lu suite. 

VIL 

En nommant A la longueur AB de la corde vibrante, les deux équa* 
lions de la droite BD sont . > 

xss A, 

Z = o; 


* 
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or , d’apri'S la seconde condition^ la surface doit passer encore par 
celle droile ; donc, si l’on subsliluc ces nouvelles valeurs de a: cl « 
dans l’equalion inlcgralc, il faul que celle équalion soit ercorc salis- 
faite J on aura donc 

- ♦ (r + (7 — “^) = O . 

ce qui établit une seconde rclatioa entre les deux fonctions arbitraires. 

Aclucllenient représentons par u la quantité y — ax qui est soui 
la fonction ÿ : la quantité ^ -f-ax qui est sous l'autre foncüoD « sera 
« ~ 1 * 2 aA , et l'équation précédente deviendra 

♦ (ii + ja^^) + 4 n = O , ' 

et par conséquent 

♦ {jr+iaA)-\r-^y = o. 

En vertu des deux premières conditions considérées simultanément, 
ou aura donc entre les deux fonctions « et S' les deux relations 

1 «> J- + "f )■ = O , 

= o, 

: 1 

équations qui, rciranclu’es l'une de l’autre, donnent 
il> Q- -f- 2 a A') — — O , 

et par conséquent ' ' • ' 

' ^ Q-+ 2 a^) — = O. 

Ainsi , pour chacune des deux fonctions 4> et + , ou a une équation 
qui doit servir à la déterminer. 

Les deux équations que nous venons de trouver. Tune en *, Tautre 
en Ÿ , sont aux dill'érences finies , et pour chacune d’elles , la différence 
finie de la variable principale y est consi.ante et = 2 aA j c’esl-à-dirc , 
qu’eu faisant pour les deux fonctions 

A/ = iaA , 

on a pour l’une ^*y — o , 

et pour l’autre ii*y = 0. ' 1’ . 

Or, ces équations aux difTcrcnces finies sont très-simples, et leurs 


( Î>»54 ' » 

îtuigralcs nprinitni cvi(lcinmc||^K]«» 

surfaces cylindri(|||i M une courluN^ indique dont toutes les périodes 
ronsumment étendues d^U «Juannté^aa-^ dans le sens des sont 
égales enin^ elles , de mautere f ’dient ^tee |a|^(j>osées , sHes 
coïncideroieat pMflbMnent; mais ctfti ne ttaïucnt rfen sur la forme 
ilMe.:db #1 iwÆiie».#)» ém . éM» (drte^i«é|i per d’antres 
ditions. ^ ,, 

Doue , après avoir eaen^pur Forigine V , et dans le plan d« * , j', 
les deux ikwries >/“*#, fideam ,.(h part et d^utra de , ran|;le 
doat la Wigeute est a , ^stpi’à ce eonpaal la droÎM daoa 

iea pointa B\ 'B, çf qni doiuiara BB^ aÀ rt )P 'iT »■ 
consMjneat if 'B ^ ao4 a*»» Wf ^ , ai à partir iun 

point <piaironqu«i% on porte cetia qnanûid ^ 'ü an nombra de fois 

juite d’iiitrrvaUea égaux , jé . . . etc. pour I 
oorretpoudaMes de cbggne bme jnnpnpitrbnUfMet éfalm «Meé aMea, 
et celles dcc deux bases seront a u s si dpb.anmedta..m.i.a. sans 
opposés l’aBa par lupport à l'antre. M» Matÿ'nasl Irtob fts 

Voilà tout ce ^ riwdls ^ éata ^gmaSBtm cendiikMrt peisac 
sinantisoémeai. La nauirà dns pdnodat dak Am sfoiarntiiide pne las 
WStfse rtmditMae» . r f frlliitj^ea Wtns:sp ri 

* ' ^Hf. J' ' ♦ ’ ■ V» V. ■ '- » i..,- 4 

t. .V f k , ■«. , i 

■ ^ fcowlt i it i oiss aetMuUnstfnl cette 4rt WfdliiHirt ^na ee«irt 
énoncées la ifuatrsèaie , al qui can sy ona qns kt lurfcs s , dans son 
interscciion avec le plan des rt,n, soit partout p nr p e udi tmlaire à 
ce plan , c’est-bdirc , quà pon^ Hmr lais poiaM da la suHace qui sont 

daîiÿ'os’ pfcto', 'd*’ alf( ànr*i «im-v > r. » !• . .|t!» 

Vu^y - . -.4 ... 

Si Tm Æmhrntia riq— m iM^pnlt 

. *-■ d « V • P 

* « 5** ♦ (/--«») . 


« regardant do mi a n. ap n i li w ln, dHà » ; 
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Ih«b pour le i ; ■» /;.■:-■••' ' 

“...un- _ gjjwil ip<m «wu ;«« . -.nU < > yi '• • 

^vIj ^«r - al Mai» \ <^ 41 ^ uA:-;''' '.-.■j, :\-. fi 

■ • ****-'*^i^ÿ*f' .£»y<lp (ly i rm iA , -, '. •<> . 

*10%!^ f* ‘ tw«i : .. Mi l . 

tà^ /iî n>fl siflSktfHW' 4s Vfje^, J»réw4etttt 4i»it-4liii 

tatisfeitej on aurt donc __ 

,t ,M I II <ui<if J> H , V liti ^ , 'ni9(i 

r»< . V *•» ’«ifc «mW ril 

■b>W4M viiytii •! »•> ,** îa» 

iqj. «î »-! 

>.».> wr<M| é H , , ià*»wT*»^ 

fiai «W MéMiai» •« A ^ LrnMVji aMw» ^ ^ iiyi n >Aay M«m{ 

ty us iai w ' aW ii«iwnM*<.<»diuat»«ïi i’om.fn^- iminiâ^..-U 

•«>'>1 >•'< .. .V* ^ V ' «u«.r- aWiaA>^'i~W '''Ma. 
,*au a« 

Mttm 0* ,0ii» rsi^jfk Wmw •» -n* rj*»d /»••* » ,i t [*>j .• 

at do*l l’intégrai* «•» -S'.r*««1 à rwi j-i»» -uf trttii . i.»* p 

la quantité a« éunt la constahié arlAsairé'iiiddifcfa . 
ei qtti esl irtiqoiirs la ni^me , soit fa de ? . 

L’équation q.ie nous venOiu de tionver èsi ortli-e les coordonnées 

«*ai .«taSM 4 mm iwaglt i ^ »w . aa*aüa*«*r •• 

q-»mrv»M‘ 

M«aiay *aah®*â *k 

donc , si l’on sulislitue snrcc»ivei*«* 

on aura les deux cqiialioiTS Aa dilKrciwevtiAies -*' 

ta â taay à l St j ,4 

♦ 0) + *(— ^)= 

donicbacune appartient à r^eêet »» 

Avant que constante 

arbitnûre ae. ' » “ • 



« 




r.i «iwû ’ i ftt..f-.4,1 tb iJtnP /,. ur><i 

■*■' IX, . 

iS’ -•' ' - 1 ^ ^ 

Chacune des iqnatjens aux difliérenccs finlea qne ticmi Tenons de 
trouver) a lien pour U base à laqucHe elle af^^neal 
spit la valebr de j-. Considérons le point Me cette courbe qni Cor- 
respond à Fon^ine y/, et pôu» tfitittej o; la première de 

Cea ùqiutlpns (Icviendra 

*ii* avuiVaœsmrvltiii'juu^ ¥»aii «s j \.,.à 


tw«rt SMM I tUjitxiUi t*b ’iw'tn ^ 

**f • ma . t am,- Wtsoq.'^CT .NrAitoss 

■'•tVtti 4 , •>)* vtihsMTw^ <UM a'^ojrmdv auÿrsv^ipi') , K>aid 
or le» dauiL.iqnaBtitéa • («i( 4l #«^tw 4) soai'éuUamMBt dflalea.talM 

elles, puisqu'elles suiit-âa4iUHMMcwdaMS,espressiutH‘4r IsiMiiiWMip 

de la Isase à l'origine; on aura donc ' 


r Ç — - ■< t 


» l ri'rt-l K <v 


/• «■ 1 M 


a*(o) = 3C. 

ou U » I r. 

*^) = •. /• «■ 1 uyu)| M 

On trouve de même 

Donc la constante e . pour chaenne des bases des deux stnfaces c^Ub- 
dnquM) MrdpÉ#% MMoMlde'Ée'deM^'bMÉ^'l'aeêpnM «al 
D’opi'èS'eele ) ceMiÉiiHiai tadsdMWDa>dea deux beae e i» pains tnyè 

cerrmpoDd à l'a«i;4iM(tf«è|ik<9 ■*■ ■*' -** r nt TS p i m «a ptmt 

nne tlraiw dr pajâdlèl»*bqlbdM'4WAidH 

de la quaeidlé ■f"!»e‘paim'ikui»v’tM «■« »■ 'P**** denM t^dS ai aaiN 
portMt' càaèM^''diMMa tÉvux- cemsbes k laidaaMuad oosuc^pcmdmHU) 
)*e('aMléis<ea(^taa amaK>#nl''aKe'dm ^ ,>4>N4i«pidMuiadaMa anirrllas 
orA)»iééa -par *»u fif*, • on aaraipao^ Jauprdnièruula uas copiées 
•!, vr*.'ï » ^ % »h ; f» * rA, y, , ,p 

" “ 1 ,1 

,.d;^,nc^en,ajoutÿ« ^ ^ 

- Ui f> 1 .) •. l .■» O W iq .--T ■ , VÏ,. . , , ... „. ,J J „ 

^ aacand manihaa eaaauil as'vcftu da bt liNiuièra wpiatwa aux 
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différences ffo«e« de Fenicle précédât: dette on anra 

î •. , • * 

f(r) + f(— 7 ) = »- 

•''-n *> ■>•". ' ' >• ' t .-^r '-j, J • : t 

om trostÿenii d* mée*t< 'Si-. >'v, .■ : t - ' t.i, 

■ v'»T« • * .1 . • • . I, ^ , . 


V. , •• ; 





diasi , à & phee des déni é^aetkws ans différeacM /taies âeTsrécIe 
précédoBt*, rapportées ,an aa^ne- lots «dC des / , oa a pour les 
deax bases , rapportées ebacune à son sxe particulier <k , k même 
étpHHiuei'aSft tbffiértmces ffaies drl ier éa de la eoastante arhâiÉiire e, 
«‘ e s aè d ir e, qp’ea faisam ptie» les ée a a -bas eB ‘ 1 

- ' ' • -fàé >, • 

A7 = — a J , 

on a pour l’une Af;" =± ^ afj'.,* 

St pour fautrs A/j =a — %fjn, 

'x. ''•* 

Les é<['iniions aua diffcaoics» Aoitt ^ #am .eectoas de uousev. 
SsprUscdes a intégrer, «t Itliaa iaiàyalai saprÎMssat rvidctnnaeBi 
peatr la nténic basa deusi ardswaési ^aeicestqaes stts 'u V, pôtss 
à dÎHpaues egalea e» da paai «ttnaaroda point a , spus égaies entra 
•Mas as ide signes « aat r a t set i doue , potas «lisonne «les bases des 
(htB. nart'ncea c^'lindcigtns « le point a «|ai «orr«spead.à l'origine 
est va itérttaltle ceams ele ia ooadbe . doM toute îi partie «pis est 
dans ia rdpioaidosjt w a acgasi&est s^étsiqpst ,-«t temldtible À «idk 
<pii est dans k région des j fl s positik i de nranièi-e qnn , si Fane de' 
tes deux partie était coSMndkf FadtaSS sknsnivTOti st'i rsisirin m 
Il suit de 14 que si eid'la drtùo ev , |kftr &> poiiM 0 , nn 
porte de part et d’autre deux quawités «</, a ’a égales cbacune à BB' 
c’est-à-dire à 1a quantité a A , ce qui détermme suf rrtfe ’Uroîtt 
l’intei^alle 'osi^..d.’aM .période , k. pqrtwn de k- base ,i|ui correspond 
à cetta période est partagée par le point â en deux parties de même 
ffténdae ttnOf Is-se» tkor, kn dont bas» léasi nnare cImm «fun-'k 



. • 
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r^pétiiioii de ^attire Janx i* région diamétrelrmem opposer. Il en 
est de même de* deux pér i od e» «/«' ', '« ‘''d , et eitMi de mute. Donc 
si , à partir de peint • oa partage la courbe , tant en avant qu’en 
ardèr* , ea detni-pédddee étendaei chacune dans le sens des y de 
la quantité aji, ce» dcmi>pér!edes seront telles que deux quelconques 
aMnécntieee emront l’uita U répeMina de l'aisirc dans la région dia- 
naétaelement opposée ÿ. et que de deux eu deux elles seront pac&i- 
teoieat égales et seasUeUes entre cUes. Ainsi , pour connoUre eu- 
tiùrement Je» deux hase» des surlaces cyliadriquas , il ne resM plus 
qu’l détemninar pour Tune quelconqac d’ellas la iorine d'une de ces 
den>i-|>ériodca qui dépend uniquemeut de la figure initiale arbitraire 
A3AB doutée à la corde vibrante. 

îl. 

Non-seulement la constante e que nous avons employée articles 
VU et VIll est arbitraire , mais encore sa grandeur est absolument 
indilTérante à la surface parcourue par la corde vibrante , sur&ce 
qui est toujours la même quelle que soit la grandeur de la constante e. 
En effet , nous avons vu qu’on obtient les deux caractéristiques de 
la surfiice en coupant les deux surfaces cylindriques par deux plans 
parallèles aux s , l’un mené pttr la droite AW dont l'équation est 

y — «i*=ko, . 

l’Mitre mené par la droite ^ dont l’équation est 
.? + "■* = O. ‘ 

et qu’on engendre la surface parcourue par la . oqrde vibraain , en 
feiaaiit mouvoir runc quelconque de oea deun cnractéristiqncs de 
aannicra j|pei son plan reatant toujours^ pa rallèle à Ini-inénie, et les 
s de ce plan restant toujours parallèles entre ellos , le point du plan 
qui éloit d’abord à l’origine , rendu mobile avec k plan , parcoure 
l’autre caraesériatique. Or , si l’ordonnée d’une des bases à l’origine 
-est -|-e, ceHe de l’autre base à l’origine est — e j les ordonnées 
des deux caractéristiques à l’origine sont donc aussi -j- e pour l'une 
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t\ — e poBT r.'iatre. Donc si , poyr «pépèr U g^néqnioa 4c 
suris CP , M tKiMspsrce loriÿnc nebü» 4 c pCra^i^ wowctlins- 
tir[ue fur la eviu-be 4e In scaetmle^ ofi «baisse , le ’iw^ndêrè clt cqs 
courbes do la qwiadlc e , e» Cetw^cdaibc yn fl e . sJJtialème 
l’origine. t t- -r'.b j'i 4 «4 

LorS donc' (rn’pnsuilc cllc^se* tttént~d<s- iiMtnirr^ 

Tnobdc porcmirp in seconde (rrfh nionf Cn e ei st'éef fib iiMme 4|M «i 
les ilcnx cnrscr^tsiuiDcs-i'éianf -tftittuport^li lWigti(rshiiÿckaMigM 
de fimnès , f'aisoit btonvoip l'nhc de imnibt-c' <fM swL paini i^di 
est à l’oiêgniC' peectsiriM l’autre. ■ ! _ » < -•> 

On pput donc', s, ms "changer ni la forme ni la position de’ lashr- 
face enginili'éc , donner à la quantité «'la vdlcur'qSe Tob vonSriT. 
Tout se simplifie lieautoup si l’on lait cette quantité c = o; les axes 
particuliers oc des deux Ita^es Coïncident alors avec l’axe primitif 
,y/C , cl la iig. 3 se cliauge dans la fig. 5 où les poliiis analogues 
sont marqués pttr les mèiiiA lettres. ’ •■ • .» » 


- • . ■ . 'la ■ * . 

Pour acKcver de déterminer cnlièremem les hases de.« deux snn- 
lôccs cyliudriqucs ( fig. 3), il ue s'agit plus que de cunstruirc pour 
chacune d’elles la pn’miérc demi-période donil'éieuduts 
dans le sens des y est égale à ÜB', 'c’esl-ù-dire à la quantité aA j c'est 
ce qu’on fera en satisfaisant à k troisième condition de l’article V 
qui est la seule qui n’ait pas encore 'été employée'. Cette eortdnioB 
porte que la surface engendrée conpe le plan des x, s, dans la courbe 
initiale qui doit être donnée arhitraireineut. 

'■'Soit AMB la-courbc initialo dawaee , et couchée sur iciftlaades 
« r y; et, soit CM anc- quckonqne de ■ces •rdonsées ; ri , par le 
pied 41'de icetle -orduonée , on mène doix droites '<Jt p»- 

rallldes anx directrioes Ats* (>t 'A des deuK SBifaces cjlmdriqiies-, 
et si l’un prolonge ces parallèles jusqu’à ce quelles rencoolreot l’aie - 
AC en deux points Gi ,'G , il est évident quo .pour le point G de 
la droite AB , les ordonnées des deux surfaces cylindriques seront 
égales l’une à G'M' et l’autre à 'fx '<V.j doue on doit ayoir y, * 


■r 
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G'üf' + 'G W= GAf; 

miis ■ on a , art. VI , ^ ^ ^ — O JV* , 

etlart. Vm. /G W=-GW, 

donc on doit atroir . CM' = ^ 'G *iVj ^ ^ 

donc chacune des ordonnées &M>, ' G est la moitié de l’ordomiéo 

connue GM 

En opérant de la même manière pour tout autre point G de la 
droite ÀB , on aura autant d’ordonnéas que l’on voudra de la pre- 
mière demi-période 'de chacune des hases des deux surfaces cylin- 
driques ; les bases seront donc déterminées dans toute leur longueur 
indéfinie , et il sera facile de construire l’ordonnée a de la surface 
pour un point J* rpieléonque prit ‘arbitrairement sur 1< plan des 
x',j. Car èn menant par ce point deux droites PP', PP" parallèles 
ai^ ‘directrices des' deûx‘ surfaces «ykifdriques , on déterminera sur 
AC pîés f», ')>"'»es Q" des bases coiées- 

poiidanies} et l*èrdonnce'^ dé la surface an point /> sera égale é 
la somme de ’ècs dcùx ordonnées particulières , prises avec le même 
signe si eHcs sont placées *i même cdCé par rapport à AC, et avec 
‘des siçiiés contriircs sl elleS soiH de côtés diflérens. 

’ li sera également’ facile fengendrer la 'surface par le mouvcnleitt 
de l’une de ses caractéristîcpies sur rautïc , car ces deux courbes 
ne sont autre chose ‘qfie les intcrseclion’s des deux surfaces 'cylin- 
driques par des plaus' parallèles aux *, menés l’un par la droite .y» 
et l’autre par A 'B , lulcrscclious qui sont faciles à conslrnirc , puts- 
auc les bases des cylindres sont cnilfcrclu«it détenninées'. ' 

• • XIII. 

* < ' 

La coostruclion par points que nous venons de donner pour la 
w'ï-fa’c'c pèut être àbV%éc'consi.lérab)ement , et l’on petit se dhpenser 
,ie la' consiru'cüoü des baies des denx surfaces cylindriques. 


* 
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Soit Ab la' corde vibi’fw>le tendue en lljjpc ditrlle ( fig. 4)i soit 
AMB lu figure initiale donnée arbitruirement à la coi'de , et que 
nous supposons couchée sur lo pian des x , soicnl AQ BD les 
deux droites perpendiculaires à AB par Icstjbelles nous avons vu 
que lu surface dcvoil passer en vertu des deux premières ’eonditioos 
de l'urlicle V ; à partir du point A soit divisée la droite AC en 
parties AA' , A'AB , A" A'''.... , etc. toutes égales ii l’étendue a ^ 
dans le sens des y d’une demi^^période ; et par tous les points A' ^ 
A", A'"...', ainsi déterminés, soient menées parallèlement, à AB ^ 
jusqu’à la rencontre de l’autre droite BD les drohes A'B' , A" B" , 
A'" B’"...-, soient menées les diagonales AB' , A' B qui seront pa- 
rallèles aux directrices des surfaces cylindriques; enfin soit construite 
la courbe AmB qui passe par les milieux des ordonnées de la courbe 
donnée AMB. 

Cela fait, étant doiiué an point /’pris arbitraimnent sur le plan 
des X , y -, pour trouver l’ordoiinée z de la surCtcc en ce point , 
on mènera par ce point , et du edté de Ja droite AB , fienx parallèles 
aux diagonales AB', A'B , et on les . prolongftra jusqu’à ce qu’elles 
rcDcouirent chacune l’une des deux droites AC , BD ; on les réflé- 
cliira l'une et l’atüre de manière que l’aagle de réflexion fait avec 
celte dixnte soit égal à l’angU d’incidence , et on les prolongera 
jusqu'à la rencontre de l’autre droite; em les réfléchira encore, et 
ainsi de suite jusqu’à ce qu’elles parvienneiM enlio à la droite AB , 
et la rencontrent entre ses extrémités , l’une en on point Tastre 
en un point ç ' , ce qui déterminera pour la courbe AmB deux or. 
données çn , q'n', dont la somme donnera Fordounéc s de la snr- 
facc pour le point donné Bj en observant que le signe de chacune 
de ces ordonnées pfirticUes est positif, si le nombre des réflexions 
éprouvées par la dfoitc qui la détermine est pair , et négatif, si la 
nombre de ces réflexions est impair. 

XIV. 

Les deux droites menées par le point P, ainsi que nous venons 
de le dire, après leurs réflexions successives , se rencontrent d< 
nouveau dans des points P , P'..,, p' , p".... etc. , pour lesquels les 
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Ordonnées s de la surface sont égales à la somme des memes or- 
données partielles qn , q'n' , et par conséquent égales entre elles ; 
mais ces ordonnées sont positives pour tons ceux de ces points tels 
que P, I* , P" qui sont places dans les demi-periodes impaires, 
et elles sont négatives pour les points p' , p‘‘ i qui sont placés dans 

les demi-périodes paires ; et parce que tons les points P, P' 

sont semblablement placés dans leurs périodes respectives , ainsi que 
les points p> , p" dans les leurs , il s’ensuit qu’à chaque période cu- 
tière tout se renouvelle ; et que pour connollre entièrement la sur- 
face, il suflit de l’étudier dans toute l’étendue de la première période. 

XV. 

[ Fig. 5.] Eln ne considérant de la surface que la partie qui correspond 
à la première période AA" B" B, recherchons d’abord l'intersection de la 
surface par le plan parallèle aux z qui termine la période , ce qui se 
réduit à construire l’ordonnée de la surface pour un point quelconque 
P pris sur la droite A"B" ; il est clair que cette intersection donnera 
l’état de la corde vibrante à la fin de le première période , c’est-à-dire 
après le tems exprime analytiquement par la quantité a oA. 

Si l’on suit le procédé indiqué art. Xll, on mènera les lignes P*u u'P 
et Pv v’P jusqu’à leur rencontre avec la droite AB ; or , de ce que 
l’intervalle AA" est égal à l’étendue a aA d’une période entière , il 
suit I®. que ces deux lignes rencontreront AB dans le même point 
P-, 2 “. que le point .F sera placé sur AB de la même manière P' sur 
A"B" I 3”. que chacune de ces lignes aura éprouvé deux réflexions, 
en U , u' pour l’une , et en v , v’ pour l’autre. L’ordonnée en P sera 
donc égale au double de l'ordonnée Pm , et de même signe ; elle t 
sera donc égale à l’ordonnée PM de la courbe initiale et dans le même 
sens par rapport au plan des a:, y. Donc, la section faite par A"B" , 
et qui termine la première période est parfaitement égale et sem- 
lilahle à la courbe initiale AMB , et placée du même côté. 

11 suit de là qu’à la fin du tems exprimé par a aA , la corde vi- 
brante SC retrouve dans le même état où elle avoit été abandonnée à 
elle -même à l’origine; et parce que tout se renouvelle après chaque 
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période , la cordc reprend le même état à des interralles égaux entre 
eux et exprimés par la quantité analytique i oA. 


XVI. 


Pour connoltrc l’état do la corde au milieu d’une période , il faut 
construire la secliou de la surface par un plan mené par A’B’ paral- 
lèlement aux Z J c’est-à-dire construire l’ordonnée de cette surface 
pour un point quelconque p pris sur A' B'. Or, il est clair que si, 
par le point p , on mène les lignes pv'Pax pu'P jusqu’à la rencontre 
de la droite AB , i”. ces droites coupent dans le même pointé*; 
a”, le point P sera placé sur AB d’une manière opposée à celle 
dont p est situé sur A'B' -, c’est-à-dire que l’on aura PB = pA'; 
5“. enfin les lignes auront éprouvé chacune uue seule réflexion ; l’or- 
donnée de la surface au point p sera donc égale à l’ordonnée entière 
PM de la courbe initiale , mais de signe contraire. 

11 suit de là que la section faite par A' B' est égale et semblable à 
la courbe initial^, mais renversée par rapporta elle; c’est-à-dire que 
si la courbe initiale est représentée [ Fig. 6. ] par AMB , l’état de la 
corde , après une demi-période , est la courbe AmB placée de 1 autre 
côté , et telle que le milieu E de la droite AB est le centre de la 
figure renfermée par ces deux courbes. D’après cola , toutes les or- 
données de la section faite par [Fig. 5. ] sont des mitiima dans 
le sens des y, comme celles de la courbe AMB sont des maxtmai 
ainsi celte courbe est un état initial pour la demi-période suivante. 
Donc , l’étendue d’une demi-période AA^ , AA^'....clc. , représente 
la durée entière d’une vibration de la corde vibrante. 

XVII. 

[ Fig. 5. ] Recherchons actuellement l’état de la corde au quart de 
la première période. 

Il est évident que si par l’intersection E des deux diagonales AB ' , 
A'B , ou mène ab parallèle à AD, et que si , par cette droite, on 
£iii passer un plan paraUcle aux x , la secüon faite par ce plan donnera 
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rétat demandé de la corde; il s’agit donc de construûe les ordonnées s 
de la surface pour les dUTérens points de la droite ab. 

Opérons d’abord pour le point E qui est le milieu de ab. D’après 
la construction , l’ordonnée £ de la surface en ce point est égale à 
la somme des demi-ordonnées de la courbe initiale aux points ex- 
trêmes B-, OT, quelle que soit la courbe initiale , scs ordonnées aux 
points extrêmes sont toutes deux milles ; donc l’ordonuce pour le 
point E est nulle aussi. Donc , au quart de la période , ou lorsque 
la corde est à la moitié de sa vibration , le milieu de la corde se trouve 
sur le milieu de la droite AB. 

S’il s’agit de l’ordonnée d’un point Ç , pris d’une manière quel- 
conque sur ab, apres avoir mené par ce point les ligues Qu"f] et Qq' 
jusqu’à ce qu’elles aient rencontre la droite AB dans des points q ,q' , 
pour lesquels les ordonnées de la courbe AMB soient respectivement 
qn , q'n' ; il est évident i®. que les deux points q , q' , seront placés 
à distances égales des deux exlrcroilés A , B , car ces distances seront 
chacune égales à QE ; a®, que l’one des lignes de construction aura 
éprouvé une réflexion en uf' , tandis qtie l’autre n’en aura pas éprouve ; 
que , par conséquent , l’ordonnée qn doit être prise avec le signe 
négatif. L’ordonnée s de la surface au point Ç sera donc égale à 
q'n' — qn ; cette ordonnée ne peut donc être nulle à moins que 
l’on n'ait q'n' = qn ; c’est-à-dire , à moins que les ordonnées de la 
cniiibc initiale prises à distances égales des extrémités A , B , ne soient 
égales entre elles ; ou enfin à moins que la courbe initiale ne soit 
symétrique de part et d’autre de son milieu. 

Il suit de là que lorsque la figure initiale déjà corde vibrante est 
symétrique de part et d’antre de son milieu, à la moitié de la durée 
de sa vibration , tous les points de la corde sont en ligne droite , 
c’est-à-dire que dans chacune des vibrations tous les points de la corde 
passent en même le.ns par la droite AB ; mais que quand la courbe 
initiale n’est pas symétrique , dans aucun instant de la duree de sa 
vibration la corde ne rc trouve en ligne droite, et ses dilTérens points 
ne passent que successivement par la droite AB, 

Maintenant , si l’on opère pour un autre point Ç' de la droite ab 
pris de l’autre cdlé du milieu £ et à même distance que le point 
Çf, pour trouvée l’ordonnée z de la surface en ce point , il faut mener 


« 
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■les lignes de construction Q'q et jusqu’à leur rencontre avec 

la droite AB. Or, il est évident que les points de rencontre^, <f 
sont les mêmes que ceux qu’on trouve pour le point Ç , avec cette 
ditlércnce que c’est celle des lignes de construction qui n’avoit pas 
éprouvé de réflexion dans le premier cas, qui l'éprouve dans le second, 
et réciproquement; donc l’ordonnée au point est égale à qn — q'n', 
c’est-à-dire est égale a celle du point Q prise avec le signe contraire. 

Il suit de là que lorsque la ligure initiale de la corde vibrante n’est 
pas symétrique de part et d’autre de son milieu , à la moitié de sa 
vibration la ligure de la corde est [ Fig. 6] une courbe Att.EfJB dont 
les ordonnées, prises à distances égales du milieu £, sont égales 
entre clics , et dont le point E est en même tenu centre et point 
d’inflexion. 

[Fig. 5. ] Enlln soit PM\a plus grande ordonnée de l'état initial; 
si par le point 7’ on mène les lignes de construction Pu'n' et Pn jusqu’à 
ce qu’elles rencontrent la droite ab dans les points n, n', ces deux points 
seront à égales distances de part et d’autre du point £, et il est clair que 
leur intervalle sera égal à a PB-, car on aura PB=llE=En'. Cela posé, 
si l’on veut construire les ordonnées de la surface pour les points 
n , n' , il faut mener par ces deux points les autres lignes de cons- 
truction rty'T et nV jusqu’à ce qu’elles rencontrent la droite AB ; 
or, il est évident i°. que ces deux dernières ligues rencontrent la 
droite AB dans le même point rr ; a”, que l’on a nA = PB j donc, 
les ordonnees de la surface aux points n , n' seront 


et 


jRti — rif* pour la première , 
— Pm — pour la seconde ; 


clics seront par conséquent égales entre elles et de signes contraires. 

[ l'ig. 6. ] De plus,, il est facile de voir que, de ces deux ordonnées, 
la première est un niaarimtwi cl la seconde un minimum ; donc la li- 
gure Af/kEft/B que prend la corde au milieu de sa vibration a deux 
ordonnées n/* cl n'f*' égales entre elles et de signes contraires, dont 
l’une est un «joj imum et l’autre un minimum. Ces «leux ordonnées sont 
de part et d'autre à «-gulcs distances du milieu E ; la distance de cbacuae 
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d’elles au milieu est égale à Pfi, et l'inten allc qui sépare ces deux or- 
dounces, plus grande cl plus petite est = a/ïl. 

11 scroit facile de pousser plus loin la discussion de la première 
demi-période , et de rechercher l'état de la corde à d’autres inter- 
valles plus petits ; mais tant que l’état initial n’est pas détermine , 
ces recherches ont peu d’iniérdt, et nous en resterons là à cci égard. 

XVIII. 

Nous avons vu que la surface coupe le plan des x , y dans les 
deux droites iudéliuies AA' A"... , liB'B"... et dans le centre li de 
chacune des demi-périodes ; mais sous ce point de vue le centre K 
n’est pus isolé ; il est sur une courbe dans laquelle la surface coupe 
encore le plan des x,j-, et qu’il s’agit de construire. 

[Fig. 7. ] Pour cela , toutes choses analogues étant les mêmes dans 
la fîg. 7 que dans la Gg. 5 , soit menée la droite hk parallèle à AB 
et qui coupe la courbe AniB en deux points n , n' dont les ordonnées 
■pn , p'n' seront égales entre elles ; et par les pieds p , p' de ces deux 
ordonnées soient menées des lignes de construction. Cela fuit, si dans 
la première demi-période l’on compare pour l'ini de ces points la ligne 
de construction qui n’a jias encore éprouvé de réQcxion avec celle 
de l'autre point qni en a déjà éprouvé une , et réciproquement ; et si 
l’on considère les points dans lesquels ces deux lignes se coupent ; 
on aura deux solutions, c'est-à-dire que l’on trouvera deux points 
*• , w , qui seront tels que l’ordonnée z de la surface sera nulle pour 
l’une et pour l’autre -, car l’ordonnée du point v est 

s = p'n' — pn = O , 
et 'celle du point V est^ 

a = — p'n' pn = O , 

or les deux points », »' sont évidemment les sommets des angles 
diagomJement opposés d’un parallélogramme dont E est le centre j 
donc ils sont en ligne droite avec le point E, et de part et d’autre à 
égales distances de ce point. 

En o|>érant de la meme manière pour tant d’autres droites hk que 
l’on voudra , on trouvera autant de systèmes de points » , ■*', pour 
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lesquels l'ordonnée z de la surface sera nulle , et le lieu de tons ces points 
sera une nouvelle intersection de la surface par le plan des x ,f. 
Ce lieu est une courbe v’nEir'u' passant par le point E qui en est 
le centre , et par les points v', u! que détermine le pied P de la plus 
grande ordonnée de l’état initial AMB , et il se renouvelle d’une 
manière opposée dans la seconde demi-période en uE'y. Les points 
v', u’ sont donc deux sommets de celle courbe placés , l'un cn-deça, 
l’autre au-delà de la droite ab , tX- h égales distances de cette droite. 

Il suit de là que dans le commencement de lu datée de la vibration , 
et pendant tout le teins représenté par Bu', aucun dus points de la 
corde vibrante ne parvient à l’axe AB. A la fin du teins Bu' , la 
figure de la corde , qui est la section faite dans la surface suivant 
la droite n'o' parallèle à AB , ne coupe point encore la droite AB 
« [Fig. 8] } mais elle la touche eu B comme Afj.R j ce point de contact 
se change à l’iiijtant eu un point d’intersection qui se meut de B 
vers A : sa vitesse , qui commence par être infinie , décroît rapii'enieut 
jusqu’à la moitié de la vibration , époque à laquelle il se trouve en 
et sa vitesse est alors un minimum. Il coiuiimc à se mouvoir 
vers A , où il parvient à la fin du tems exprimé par Av' , avec 
une vitesse qui , apres avoir crû de plus en plus depuis le minimum 
en E, est enfin redevenue infinie j et il prend pour un instant 
infiniment petit l’état de point de contact. Alors la figure de la 
corde qui est la section faite dans la surface suivant la droite v'b' 
parallèle à AB [Fig. 7] cesse de couper la droite AB [Fig. 8]; 
clic la touche en A, 'et devient Afj,'B opposée à AfLB. Ensuite la 
corde n’a plus aucun de ses points intermédiaires sur la droite AB , 
non-seulement pendant la duree du reste de la vibration , mais encore 
jusqu’à la fin du tems exprimé par Au [Fig. 7 ] , où elle reprend 
la figure AfJB [Fig. 8], qui louche en A la droite AB, et où tout 
ce que nous venons de dire pour la première demi-période sc renou- 
velle pour la seconde , mais en sens contraire. 

. XIX. 

[Fig. 9.] Jusques ici nous avons supposé que la corde vibrante 
cloit terminée à ses deux points fixes A , B , et dans cette hjrpoihèse 
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nous avons vn, i“. qne toute la surface qui est le lieu des diflcrcns 
états que la corde prend successivement , est terminée par les deux 
droites AC, BD prolongées indéGuimeiU du côté des / positifs, 
c’est-li-dirc , du tems futur ; s», que cette surface est composée de 
demi-périodes de_méme étendue daus le sens des/, dont deux con- 
sécutives sont opposées entre elles, et qui , de deux en deux, sont 
égales et semblables. Mais il peut arriver que la corde AB ne soit 
qu’une partie d’uue corde indéfinicy^^, tendue d une manière uniforme, 
et dont les seuls 'points A , B , gênés par des obstacles , ne puissent 
prendre de mouvement ; dans ce cas , si l'on veut reconnoltre 1 état 
, de la corde pour tous les tems futurs , il faut construire la surface 
dans toute l’étendue où l’on peut le faire d’après l’état initial et connu 
de la partie AB de la corde. 

Or, i®, d'après la génération de la surface, il est facile de recon- 
noltre qu’elle est composée des deux demi-périodes qui se succèdent 
alternativement, tant dans le sens des x que dans celui des/, coranic 
on le voit dans la figure g , où nous avons marqué du n°. i les 
parties du plan des x ,/ qui correspondent aux demi-périodes égales 
à la première, et 'du n°. a les parties de ce plan qui corrc-spondcnt 
. aux demi-périodes égales à la seconde ; a®, d’après la construction 
par points , il est évident que si , par les points A , B , on mène 
les droites AA<A"' et BB'B" projections de deux caractéris- 

tiques différentes, on ne peut, d’après l’état initial AMB de la seule 
partie AB , construire de nouvelles portions de la surface que celles 
qui sont en avant des deux caractéristiques. 

Donc la surface prolongée indéfiniment en avant , mais terminée 
en arrière par la courbe initiale AMB , et par les deux caractéris- 
tiques divergentes, menées en avant par les deux points A , B , 
contient tous les états par lesqueb passe successivement la cordc 
indéGnie lorsque sa partie AB a été mise en vibration. 

Ainsi l’état initial de la corde entière étant sAAMliS , après l’in- 
tervalle d’une demi -période, c’est-à-dire, à la Gn de la première 
vibration , la corde aura la Ggurc cA'A'yrMM'B'S'-, après une période 
entière, c’est-à-dire, à la Gu de la seconde vibration, elle aura l.i 
ûgure <yt("A''M" . Au milieu d’une des vibrations , elle sera , 
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comme on le voit en , composée elle-même de périodes setâ-' * 
blables et égales à celles qui [Figure 6 ] csl représentée par Afi.Ey!B. 

Il suit de là que, lorsqu’une partie AB d’une corde indélinie a été 
mise en vibration , le mouvement se propage de part et d’autre des 
extrémités A, B, avec une vitesse telle, qu’apres un intervalle de 
tems égal à la durée d’un nombae quelconque m de vibrations , il 
a parcouru de part et d’autre un espace égal à m fois la longueur 
AB de la partie mise en mouvement ; mais , pendant chaque vibra- 
tion , te mourcuient n’est pas uniforme , il est intermittent , comme 
nous avons vu dans l’article précédent que l’étoit celui du point d’in- 
tcrscction de la corde vibrante avec la droite AB. , 

Donc , si , d’apres le ton que produit la partie vibrante AB de 
la corde , le nombre des vibrations quelle fait par seconde est m , 
et si l'on nomme A la longueur AB , l’espace que la vibration 
parceurra de part et d’autre sur la corde indéfinie dans une seconde 
sera exprimée par niA. ■ ■ ^ 

XX. ' 

Nous ne pousserons pas plus loin ces conséquences qui , quoiqu’elles' 
soient rigoureuses lorsqu’on ne s’occupe que de la construction de • 
l'équation générale 

Z = « Q- + ax) + 'J' (j — ( 1 .t) , 

pourroient induire en erreur si on les appliquoil sans réserve aux 
phénomènes des cordes vibrantes. En effet, celte équation n’exprime 
le mouvement de la corde vibrante que dans l'hypotlicsc des excursions * 
infiniment petites ; or , dans la nature , les excursions , quoique peu 
considérables, ne sont jamais infiniment petites, car le son qu’elles 
produiroient alors scroit si foible, qu’il seroit imperceptible à nos 
sens. Donc les conséquences que l’on tire de l’équation précédente 
ne doivent être regardées que comme approchées par rapport aux 
phénomènes de l’acousiique. 

XXI. 

Nous termincron.s en observant que s’il s’aglssoit de construire 
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en l'olief la surface dont l’équallon est 


s = * (_)■ ox ) -f- 'I' ( ^- — ai) , 


pour des conditions analogues à celles dès cordes vibrantes ^ et pour 
un état initial donné, il sera très-commode de l’exécuter en plâtre*, 
et de la pousser comme une moulure dont le profil serait une des 
deux caractéristiques que l’on feroit mouvoir le long de l'autre. 

Dans ce’cas, il seroit encore plus simple de n’exécuter de cette 
manière que la seule première demi -période de la surface, d’en 
prendre la contre-épreuve, ce qui prodairqit la seconde demi-période; 
de tirer ensuite de rbacune de ces demi-périodes tm certain nombre 
de plâtres qu’on placeroit enfln alternativement les uns à côté des 
autres , comme il est indiqué dans la 6g. g. * *- 

C’est ainsi que dès la première année de l’Ecole Polytechnique (1795), 
nous avons fait exécuter en relief cette surface , eiv supposant que 
l’état initial fût composé de deux droites inégales entre elles. Ce 
relief existe encore dans la collection de l’Ecole , et oA peut le con- 
sulter pour étudicr^la surface d’une manière plus facile. 
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